
ÁÆDEÈEÆDEÆCE AÄGEBÊAË

ÎicØÓÖia GÓÙÐd
DeÔaÖØÑeÒØ Óf ÅaØheÑaØic×¸

ÍÒiÚeÖ×iØÝ Óf YÓÖk¸
Àe×ÐiÒgØÓÒ¸ YÓÖk YÇ½ 5DDº

½ ÁÒØÖÓdÙcØiÓÒ

Ìhe ÑÓØiÚaØiÓÒ fÓÖ Øhi× ÔaÔeÖ aÖi×e× fÖÓÑ aÒ Ób×eÖÚaØiÓÒ cÓÒceÖÒiÒg Øhe ×iÑiÐaÖiØÝ iÒ Øhe
ideaÐ ×ØÖÙcØÙÖe Óf EÒd Î aÒd Ì ´Xµ¸ ÛheÖe EÒd Î i× Øhe eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ ÑÓÒÓid Óf a ÚecØÓÖ
×Ôace ÓÚeÖ a diÚi×iÓÒ ÖiÒg aÒd Ì ´Xµ i× Øhe fÙÐÐ ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ ÑÓÒÓid ÓÒ a ÒÓÒ¹eÑÔØÝ ×eØ
Xº ÁÒ bÓØh ca×e× ØheÖe i× a ÒaØÙÖaÐ de¬ÒiØiÓÒ Óf ÖaÒk : fÓÖ « ¾EÒd Î¸ ÖaÒk « i× diÑ´ÁÑ «µ
aÒd fÓÖ « ¾ Ì ´Xµ¸ ÖaÒk « i× jÁÑ «jº DeÒÓØiÒg bÝ ÌÒ´Ò ¾ Æµ ØhÓ×e « ÛiØh ÖaÒk ÒÓ gÖeaØeÖ
ØhaÒ Ò¸ ÌÒ i× aÒ ideaÐ ´Ûe aÐÐÓÛ ¼ ¾ Æ aÒd ; ØÓ be aÒ ideaÐµº ÅÓÖeÓÚeÖ fÓÖ aÐÐ Ò ¾ Æ ÛiØh
Ò  ½¸ Øhe Êee× ÕÙÓØieÒØ ×eÑigÖÓÙÔ ÌÒ=ÌÒ ½ i× cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐeº

ÏhaØ ØheÒ dÓ ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd ×eØ× haÚe iÒ cÓÑÑÓÒ Ûhich fÓÖce× EÒd Î aÒd Ì ´Xµ
ØÓ ×ÙÔÔÓÖØ a ×iÑiÐaÖ ÔÐea×iÒg ×ØÖÙcØÙÖe? ÇbÚiÓÙ×ÐÝ Øhe ÒÓØiÓÒ Óf ÖaÒk i× a keÝº ÊegaÖdiÒg
ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd ×eØ× a× eÜaÑÔÐe× Óf ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa×¸ iÒ eiØheÖ ca×e aÒÝ ×ÙbÙÒiÚeÖ×e
B ha× a ÛeÐÐ de¬Òed ÖaÒk¸ ÒaÑeÐÝ̧ Øhe caÖdiÒaÐiØÝ Óf aÒÝ ÑiÒiÑaÐ ×eØ Óf geÒeÖaØÓÖ× Óf Bº
Ìhe ÖaÒk Óf « ¾ EÒd Î ÓÖ « ¾ Ì ´Xµ i× ×iÑÔÐÝ Øhe ÖaÒk Óf ÁÑ «º

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ×ee ÛhaØ ÔÖÓÔeÖØie× ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd ×eØ× ×haÖe ´cÓÒ×ideÖed a× ÙÒiÚeÖ×aÐ
aÐgebÖa×µ¸ Ûe iÒÚe×ØigaØe ËgA¸ Øhe cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÓÒ aÒÝ ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa A Ûhich
Øake× a ×Ùb×eØ ØÓ Øhe ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf A Ûhich iØ geÒeÖaØe×º ÁÒ Øhe ca×e Óf ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd
×eØ×¸ ËgA ×aØi×¬e× Øhe eÜchaÒge ÔÖÓÔeÖØÝ ´EÈµ : Ù×iÒg Øhe ØechÒiÕÙe× Óf ÑaØÖÓid ØheÓÖÝ
Øhi× eÒabÐe× ÓÒe ØÓ giÚe a ÛeÐÐ de¬Òed ÒÓØiÓÒ Óf ÖaÒk Óf a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e B¸ ÛheÖe Øhe
ÖaÒk Óf B¸ ÛÖiØØeÒ ´Bµ¸ i× agaiÒ Øhe caÖdiÒaÐiØÝ Óf a ÑiÒiÑaÐ ×eØ Óf geÒeÖaØÓÖ× Óf Bº
FÙÖØheÖ¸ fÓÖ ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd ×eØ×¸ ×Ùb×eØ× Ûhich aÖe iÒdeÔeÒdeÒØ ÛiØh ÖegaÖd ØÓ Øhe
cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ËgA haÚe Øhe fÖee ×Ùbba×i× ÔÖÓÔeÖØÝ¸ ØhaØ i×¸ fÓÖ aÒÝ iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ
X Óf A¸ if « : X ! A i× a fÙÒcØiÓÒ¸ ØheÒ « caÒ be eÜØeÒded ØÓ a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ fÖÓÑ
ËgA´Xµ ØÓ Aº Áf A i× a ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa ×Ùch ØhaØ ËgA ha× ´EÈµ¸ ØheÒ a ÑiÒiÑaÐ ×eØ Óf
geÒeÖaØÓÖ× Óf A i× caÐÐed a ba×i×; ba×e× Óf A aÖe ÔÖeci×eÐÝ Øhe ÑaÜiÑaÐ iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ×
Óf Aº Ïe ØheÖefÓÖe de¬Òe aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ØÓ be a ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa A ×Ùch ØhaØ
ËgA ha× ´EÈµ aÒd fÓÖ aÒÝ ba×i× X Óf A aÒd fÙÒcØiÓÒ « : X ! A¸ « caÒ be eÜØeÒded ØÓ aÒ
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eÐeÑeÒØ Óf EÒd Aº Ìhi× ÐaØØeÖ cÓÒdiØiÓÒ i× caÐÐed Øhe fÖee ba×i× ÔÖÓÔeÖØÝ aÒd i× deÒÓØed bÝ
´Fµº ÁØ i× aÒ ea×Ý cÓÒ×eÕÙeÒce Óf Øhe ÔÖÓÔeÖØie× Óf iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa× ØhaØ iÒdeÔeÒdeÒØ
×Ùb×eØ× Óf ×Ùch aÐgebÖa× haÚe Øhe fÖee ×Ùbba×i× ÔÖÓÔeÖØÝº

ÁÒ ËecØiÓÒ ¾ Ûe eÒÐaÖge ÙÔÓÒ Øhe abÓÚe di×cÙ××iÓÒ Óf cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ×¸ Øhe eÜchaÒge
ÔÖÓÔeÖØÝ aÒd Øhe fÖee ba×i× ÔÖÓÔeÖØÝº Ïeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa× aÖe aÐ×Ó de¬Òed aÒd
Ûe giÚe eÜaÑÔÐe× Óf ×Ùch aÐgebÖa×¸ aÒd ×hÓÛ Ûhich Óf Øhe×e aÖe acØÙaÐÐÝ iÒdeÔeÒdeÒce
aÐgebÖa×º ËecØiÓÒ ¿ cÓÒØaiÒ× a ×ÙÑÑaÖÝ Óf Øhe ÖeÕÙiÖed ÔÖÓÔeÖØie× Óf cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ×
ÛiØh ´EÈµº Ìhi× iÒcÐÙde× Øhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÖeÐaØed ÖaÒk fÙÒcØiÓÒ º Ïe ØheÒ iÒØÖÓdÙce
Øhe cÓÒceÔØ Óf a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ « ¾ EÒd A¸ ÛheÖe A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa¸
aÒd deÚeÐÓÔ Øhi× idea iÒ Øhe ca×e ÛheÖe A i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº

Ìhe ÑaiÒ Öe×ÙÐØ× Óf Øhi× ÔaÔeÖ aÖe giÚeÒ iÒ ËecØiÓÒ 4º De¬ÒiÒg Øhe ÖaÒk Óf « ¾

EÒd A ÛheÖe A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa¸ ØÓ be ´ÁÑ «µ¸ Ûe ×hÓÛ ØhaØ if ÌA
Ò =

ÌÒ´Ò ¾ Æµ i× de¬Òed a× fÓÖ ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd ×eØ×¸ ØheÒ ÌA
Ò i× aÒ ideaÐº FÙÖØheÖ¸ if A i× aÒ

iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ØheÒ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ i× cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐe¸ aÒd Ûe giÚe a caÖefÙÐ accÓÙÒØ
Óf Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg Êee× ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔ×º Ìhe×e Öe×ÙÐØ× aÖe aÔÔÐied iÒ Øhe ¬ÒaÐ ×ecØiÓÒ
ØÓ ÚaÖiÓÙ× eÜaÑÔÐe× Óf iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa×¸ ÝieÐdiÒg a ÒÙÑbeÖ Óf cÓÖÓÐÐaÖie×º

FÓÙÒØaiÒ aÒd ÄeÛiÒ [4] haÚe ÖeceÒØÐÝ iÒÚe×ØigaØed Øhe ×ÙbÑÓÒÓid Óf Øhe eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ
ÑÓÒÓid Óf aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa geÒeÖaØed bÝ ideÑÔÓØeÒØ×º Ìhe Öe×ÙÐØ× Óf [4] aÖe
aÒaÐÓgÓÙ× ØÓ ØhÓ×e ÔÖÓÚeÒ fÓÖ ×eØ× bÝ ÀÓÛie [7] aÒd fÓÖ ÚecØÓÖ ×Ôace× bÝ EÖd�Ó× [¿] aÒd
ÊeÝÒÓÐd× aÒd ËÙÐÐiÚaÒ [½¿]º

Ïe a××ÙÑe Øhe ÖeadeÖ ØÓ haÚe a ba×ic kÒÓÛÐedge Óf bÓØh ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa aÒd aÐgebÖaic
×eÑigÖÓÙÔ ØheÓÖÝº Ïe ÖecÓÑÑeÒd [8] aÒd [½¼] a× ÖefeÖeÒce×º FiÒaÐÐÝ iÒ Øhi× iÒØÖÓdÙcØiÓÒ
Ûe ÖeÑaÖk ØhaØ iØ caÒ be ×hÓÛÒ ØhaØ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa× aÖe ÔÖeci×eÐÝ Øhe Ú£¹aÐgebÖa×
iÒØÖÓdÙced bÝ Ïº ÆaÖkieÛicÞ iÒ [5]º

¾ ÁÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa×

A× faÖ a× ÔÓ××ibÐe Ûe fÓÐÐÓÛ ×ØaÒdaÖd ÒÓØaØiÓÒ aÒd ØeÖÑiÒÓÐÓgÝ fÓÖ ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa aÒd
×eÑigÖÓÙÔ ØheÓÖÝ̧ a× ÑaÝ be fÓÙÒd iÒ [½] aÒd [8]º ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ Ûe Ù×e bÓÐd face ÐeØØeÖ×
ØÓ deÒÓØe aÐgebÖa×¸ aÒd Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ×ØaÒdaÖd face ÐeØØeÖ× ØÓ deÒÓØe Øhe ÙÒdeÖÐÝiÒg
ÙÒiÚeÖ×e×º Áf A i× aÒ aÐgebÖa aÒd a½; :::; aÒ ¾ A¸ ØheÒ a ØeÖÑ bÙiÐØ fÖÓÑ Øhe×e eÐeÑeÒØ×
ÑaÝ be ÛÖiØØeÒ a× Ø´a½; :::; aÒµº EÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf A aÖe ÛÖiØØeÒ ÓÒ Øhe ÖighØ Óf ØheiÖ
aÖgÙÑeÒØ×º Ïe di«eÖ fÖÓÑ cÓÒÚeÒØiÓÒ iÒ ØhaØ Ûe aÐÐÓÛ ; ØÓ be aÒ ideaÐ Óf a ÑÓÒÓidº

Ìhe ¬Ö×Ø ×ØeÔ iÒ de¬ÒiÒg aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa i× ØÓ cÓÒ×ideÖ Øhe ÒÓØiÓÒ Óf a cÐÓ×ÙÖe
ÓÔeÖaØÓÖº ÁÒ Øhi× ÔaÔeÖ Ûe deaÐ ÛiØh ÓÒÐÝ ÓÒe ×Ôeci¬c eÜaÑÔÐe Óf a cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ¸ bÙØ
ÑaÒÝ Óf Øhe Öe×ÙÐØ× Ûe ÕÙÓØe aÖe ÚaÐid fÓÖ aÖbiØÖaÖÝ cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ× aÒd Ûe ØheÖefÓÖe
×ØaØe ØheÑ fÓÖ ×Ùchº

ÄeØ A be a ×eØ aÒd C : È´Aµ ! È´Aµ be a fÙÒcØiÓÒ¸ ÛheÖe È´Aµ i× Øhe ×eØ Óf aÐÐ
×Ùb×eØ× Óf Aº ÌheÒ C i× a cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÓÒ A if C ×aØi×¬e× Øhe fÓÐÐÓÛiÒg cÓÒdiØiÓÒ× fÓÖ
aÐÐ X;Y ¾ È´Aµ:

´iµ X  C´Xµ;
´iiµ if X  Y ØheÒ C´Xµ  C´Y µ;
´iiiµ C´Xµ=C´C´Xµµº

CÓÒdiØiÓÒ ´iµ ×aÝ× ØhaØ C i× eÜØeÒ×iÚe¸ cÓÒdiØiÓÒ ´iiµ ØhaØ C i× ÓÖdeÖ ÔÖe×eÖÚiÒg aÒd cÓÒdi¹
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ØiÓÒ ´iiµ ØhaØ C i× ideÑÔÓØeÒØº
Áf A i× aÒÝ aÐgebÖa¸ ØheÒ ËgA i× a cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÓÒ Øhe ×eØ A¸ ÛheÖe fÓÖ aÐÐ X  A¸

ËgA´Xµ i× Øhe ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf A geÒeÖaØed bÝ Xº ÆÓØe ØhaØ eÚeÖÝ ×ÙbÙÒiÚeÖ×e i× Øhe
ÙÒiÚeÖ×e Óf a ×ÙbaÐgebÖa¸ eÜceÔØ iÒ Øhe ca×e ÛheÖe A ha× ÒÓ cÓÒ×ØaÒØ×¸ ÛheÒ Øhe eÑÔØÝ
×eØ i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e bÙØ i× ÒÓØ Ù×ÙaÐÐÝ ÖegaÖded a× beiÒg Øhe ÙÒiÚeÖ×e Óf a ×ÙbaÐgebÖaº Çf
cÓÙÖ×e¸ ËgA´;µ = ; if aÒd ÓÒÐÝ if A ha× ÒÓ cÓÒ×ØaÒØ×º Áf A ha× cÓÒ×ØaÒØ×¸ ØheÒ fÓÖ aÒÝ
×Ùb×eØ X Óf Øhe cÓÒ×ØaÒØ× Óf A ´ÛheÖe X = ; i× aÐÐÓÛedµ¸ ËgA´Xµ i× Øhe ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf A
geÒeÖaØed bÝ Øhe cÓÒ×ØaÒØ×º

ÁØ i× ÛeÐÐ kÒÓÛÒ ØhaØ fÓÖ aÒÝ ×Ùb×eØ X Óf A¸ ÛheÖe A i× Øhe ÙÒiÚeÖ×e Óf aÒ aÐgebÖa A¸
ËgA´Xµ i× Øhe ×eØ Óf ØeÖÑ× ØhaØ caÒ be bÙiÐØ fÖÓÑ Øhe eÐeÑeÒØ× Óf Xº ÁÒ ÚieÛ Óf Øhi× iØ i×
ea×Ý ØÓ ×ee ØhaØ ËgA i× aÐÛaÝ× aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ¸ ÛheÖe a cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ C
ÓÒ a ×eØ B i× aÐgebÖaic if fÓÖ aÐÐ X  B

C´Xµ =
[

fC´Y µ : Y  X; jY j < @¼g:

Ìhe eÜchaÒge ÔÖÓÔeÖØÝ ´EÈµ fÓÖ a cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ C ÓÒ a ×eØ A i× de¬Òed a× fÓÐÐÓÛ×º
´EÈµ FÓÖ aÐÐX  A aÒd Ü; Ý ¾ A¸ if Ü =¾ C´Xµ bÙØ Ü ¾ C´X[fÝgµ¸ ØheÒ Ý ¾ C´X[fÜgµº

Áf A i× a ¬ÒiØe ×eØ ØheÒ ´EÈµ ×aÝ× ØhaØ C i× Øhe cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ a××ÓciaØed ÛiØh a ÑaØÖÓid
º Ìhe cÓÒceÔØ Óf aÒ iÒ¬ÒiØe ÑaØÖÓid ha× beeÒ ÛeÐÐ deÚeÐÓÔed aÒd eÒcÓÑÔa××e× Øhe ØheÓÖÝ
Óf aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ× ÛiØh ´EÈµº A deØaiÐed accÓÙÒØ Óf ÑaÒÝ ÖeÐeÚaÒØ ÔÖÓÔeÖØie×
i× giÚeÒ iÒ [9]¸ fÖÓÑ Ûhich Ûe ÕÙÓØe eÜØeÒ×iÚeÐÝ iÒ ËecØiÓÒ ¿º

ÄeØ Î be a ´ÐefØµ ÚecØÓÖ ×Ôace ÓÚeÖ a diÚi×iÓÒ ÖiÒg Dº A ×ØÖaighØfÓÖÛaÖd aÖgÙÑeÒØ
giÚe× ØhaØ ËgÎ ha× ´EÈµº ÆÓÛ ÐeØ A be aÒÝ aÐgebÖa ×Ùch ØhaØ fÓÖ eÚeÖÝ ×Ùb×eØ B Óf A¸
B = ËgA´Bµ¸ ØhaØ i×¸ eÚeÖÝ ×Ùb×eØ i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×eº ÁØ i× ØheÒ cÐeaÖ ØhaØ ËgA ha× ´EÈµº
ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ if A i× a ×eØ¸ ØhaØ i×¸ aÒ aÐgebÖa ÛiØh ÒÓ ÓÔeÖaØiÓÒ×¸ ØheÒ ËgA ha× ´EÈµº
ChaiÒ× ´ÖegaÖded a× ×eÑigÖÓÙÔ×µ ÔÖÓÚide fÙÖØheÖ eÜaÑÔÐe× Óf aÐgebÖa× ÛiØh Øhe ÔÖÓÔeÖØÝ
ØhaØ eÚeÖÝ ×Ùb×eØ i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×eº Áf G i× a gÖÓÙÔ aÒd Ë i× a ´ÐefØµ G¹×eØ¸ ØheÒ Øhe ÓÖbiØ×
Óf eÐeÑeÒØ× Óf Ë ÔaÖØiØiÓÒ Ë¸ fÖÓÑ Ûhich iØ i× ea×Ý ØÓ ×ee ØhaØ Ë ha× ´EÈµº

Áf aÒ aÐgebÖa A ×aØi×¬e× ´EÈµ Ûe ×aÝ ØhaØ A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÌhÙ×
ÚecØÓÖ ×Ôace×¸ ×eØ×¸ chaiÒ× aÒd G¹×eØ× aÖe Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa×º

Ìhe ÒeÜØ iÒgÖedieÒØ Óf ÓÙÖ aÔÔÖÓach ØÓ Øhe de¬ÒiØiÓÒ Óf aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa i×
ØhaØ Óf aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØº

ÄeØ C be a cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÓÒ a ×eØ A¸ aÒd ÐeØ X  Aº ÌheÒ X i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ
if fÓÖ aÐÐ Ü ¾ X¸ Ü =¾ C´X Ò fÜgµº Áf A i× aÒ aÐgebÖa ØheÒ Ûe ÖefeÖ ØÓ ËgA¹iÒdeÔeÒdeÒØ
×eØ× ÑÓÖe ×iÑÔÐÝ a× iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ×º Ìhe iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ× Óf a ÚecØÓÖ ×Ôace aÖe Øhe
ÐiÒeaÖÐÝ iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ×¸ iÒ Øhe Ù×ÙaÐ ×eÒ×e Óf ÐiÒeaÖ aÐgebÖaº Áf A i× aÒÝ aÐgebÖa ×Ùch
ØhaØ eÚeÖÝ ×Ùb×eØ Óf A i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e¸ ØheÒ cÐeaÖÐÝ eÚeÖÝ ×Ùb×eØ Óf A i× iÒdeÔeÒdeÒØº ÁÒ
Øhe ca×e Óf a G¹×eØ Ë ¸ a ×Ùb×eØ X Óf Ë i× iÒdeÔeÒdeÒØ if aÒd ÓÒÐÝ if X cÓÒØaiÒ× aØ ÑÓ×Ø
ÓÒe eÐeÑeÒØ fÖÓÑ each ÓÖbiØ¸ ØhaØ i×¸ jX \GÜj  ½ fÓÖ each Ü ¾ Ë¸ ÛheÖe GÜ i× Øhe ÓÖbiØ
Óf Üº

ÄeØ A be a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÊecaÐÐ fÖÓÑ Øhe iÒØÖÓdÙcØiÓÒ ØhaØ a ba×i× Óf
A i× a ÑiÒiÑaÐ geÒeÖaØiÒg ×eØº Ìhe aÐgebÖa A i× ØheÒ aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa if Øhe fÖee
ba×i× ÔÖÓÔeÖØÝ ´Fµ hÓÐd× :

´Fµ FÓÖ aÒÝ ba×i× X Óf A aÒd fÙÒcØiÓÒ « : X ! A¸ « caÒ be eÜØeÒded ØÓ aÒ eÐeÑeÒØ
Óf EÒd A º
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Ïe ×hÓÛ iÒ Øhe ÒeÜØ ×ecØiÓÒ ØhaØ if A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ØheÒ aÒÝ ba×i×
Óf A i× iÒdeÔeÒdeÒØº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ if A i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd X i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ
×Ùb×eØ Óf A ØheÒ aÒÝ fÙÒcØiÓÒ « fÖÓÑ X ØÓ A caÒ be eÜØeÒded ØÓ a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ fÖÓÑ
ËgA´Xµ ØÓ Aº ËÙch aÒ eÜØeÒ×iÓÒ i× ÙÒiÕÙe aÒd ÑaÝ aÐ×Ó be deÒÓØed bÝ «º

ÁØ i× ÛeÐÐ kÒÓÛÒ ØhaØ aÒÝ ÚecØÓÖ ×Ôace ha× ´Fµº Áf A i× a ×eØ¸ ØheÒ ÖegaÖded a× aÒ
aÐgebÖa¸ A i× a ba×i× aÒd aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf A i× jÙ×Ø a fÙÒcØiÓÒ; heÒce A ha× ´Fµº ÌhÙ×
bÓØh ÚecØÓÖ ×Ôace× aÒd ×eØ× aÖe eÜaÑÔÐe× Óf iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa×º

FÓÖ aÒ eÜaÑÔÐe Óf a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa Ûhich i× ÒÓØ aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa¸
cÓÒ×ideÖ a chaiÒ C ÛheÖe jCj  ¾º ÄeØ Ü; Ý ¾ C ÛheÖe Ü < Ý¸ ØhaØ i×¸ Ü 6= Ý aÒd
Ü = ÜÝ = ÝÜº De¬Òe « : fÜ; Ýg ! C bÝ Ü« = Ý aÒd Ý« = Üº Áf « cÓÙÐd be eÜØeÒded

ØÓ a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ ¬ fÖÓÑ fÜ; Ýg =ËgCfÜ; Ýg ØÓ C¸ ØheÒ ¬ ÑÙ×Ø acØÙaÐÐÝ be «º BÙØ
´ÜÝµ« = Ü« = Ý aÒd Ü«Ý« = ÝÜ = Üº ÁÒ ÚieÛ Óf Øhe cÓÑÑeÒØ× fÓÐÐÓÛiÒg Øhe de¬ÒiØiÓÒ Óf
´Fµ¸ C caÒÒÓØ be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº

Áf G i× a gÖÓÙÔ aÒd X i× a ÒÓÒ¹eÑÔØÝ ×eØ¸ ØheÒ FG´Xµ i× Øhe G¹×eØ de¬Òed bÝ

FG´Xµ =
_[
fGÜ : Ü ¾ Xg

ÛheÖe _Ë deÒÓØe× di×jÓiÒØ ÙÒiÓÒ aÒd gÜ = hÝ fÓÖ g; h ¾ G aÒd Ü; Ý ¾ X if aÒd ÓÒÐÝ if Ü = Ý
aÒd g = hº Ìhe acØiÓÒ Óf G ÓÒ FG´Xµ i× Øhe ÓbÚiÓÙ× ÓÒe; FG´Xµ i× Óf cÓÙÖ×e Øhe fÖee
G¹×eØ ÓÒ Øhe ×eØ Xº Áf Ë i× a G¹×eØ ØheÒ Ë i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ ×ÓÑe FG´Xµ if aÒd ÓÒÐÝ if
Øhe ØÖiÚiaÐ ×ÙbgÖÓÙÔ Óf G i× Øhe ×ØabiÐi×eÖ Óf each × ¾ Ëº

CÓÒ×ideÖ Øhe ca×e Óf a G¹×eØ Ë ÛheÖe ØheÖe eÜi×Ø× g ¾ G aÒd ×; Ø ¾ Ë ×Ùch ØhaØ g× = ×
bÙØ gØ 6= Øº ÁØ i× ea×Ý ØÓ ×ee ØhaØ ×iÒgÐeØÓÒ ×Ùb×eØ× Óf Ë aÖe iÒdeÔeÒdeÒØº ÌhÙ× if Ë i×
aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa¸ ØheÒ « : f×g ! Ë de¬Òed bÝ ×« = Ø ÑÙ×Ø be eÜØeÒdabÐe ØÓ a
hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ¸ Ûhich Ûe deÒÓØe aÐ×Ó bÝ «¸ fÖÓÑ G× ØÓ Ëº BÙØ ØheÒ gØ = g´×«µ = ´g×µ« =
×« = Ø¸ a cÓÒØÖadicØiÓÒº

ÀÓÛeÚeÖ¸ fÖee G¹×eØ× ÔÖÓÚide Ù× ÛiØh ÒeÛ eÜaÑÔÐe× Óf iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa×º ÌÓ ×ee
Øhi×¸ ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ Ë i× a G¹×eØ ÛiØh Øhe ÔÖÓÔeÖØÝ ØhaØ aÐÐ ×ØabiÐi×eÖ× Óf eÐeÑeÒØ× Óf Ë
cÓiÒcideº ÄeØ À be Øhe cÓÑÑÓÒ ×ØabiÐi×eÖ Óf Øhe eÐeÑeÒØ× Óf Ëº ÁÒ Øhe ca×e ÛheÖe Ë i×
i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ ×ÓÑe FG´Xµ¸ aÐÐ ×ØabiÐi×eÖ× aÖe ØÖiÚiaÐ; ×Ó ØhaØ iÒ Øhi× ca×e À eÜi×Ø× aÒd i×
Øhe ØÖiÚiaÐ ×ÙbgÖÓÙÔ Óf Gº ËÙÔÔÓ×e ØhaØ Í i× a ba×i× Óf Ëº ÁØ i× ea×Ý ØÓ ×ee ØhaØ Í cÓÒØaiÒ×
ÔÖeci×eÐÝ ÓÒe eÐeÑeÒØ fÖÓÑ each ÓÖbiØº ÄeØ « : Í ! Ë be a fÙÒcØiÓÒº EÜØeÒd Øhe dÓÑaiÒ
Óf « ØÓ Ë bÝ de¬ÒiÒg ´gÙµ« = g´Ù«µ fÓÖ aÐÐ g ¾ G aÒd Ù ¾ Í º ÌÓ ×ee ØhaØ « i× a fÙÒcØiÓÒ¸
ÒÓØe ØhaØ if gÙ = hÚ ÛheÖe g; h ¾ G aÒd Ù; Ú ¾ Í ¸ ØheÒ ×iÒce Ù aÒd Ú aÖe iÒ Øhe ×aÑe
ÓÖbiØ¸ Ù = Ú ×Ó ØhaØ h ½g ¾ Àº ÌheÒ ´h ½gµ´Ù«µ = Ú«¸ giÚiÒg ØhaØ g´Ù«µ = h´Ú«µ a×
ÖeÕÙiÖedº AÒ ea×Ý aÖgÙÑeÒØ ÝieÐd× ØhaØ « ¾ EÒd Ëº ÌhÙ× Ë i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº

¿ Ba×e× aÒd ÔÖeiÑage ba×e×

Ïe ¬Ö×Ø giÚe a ×ÙÑÑaÖÝ Óf ×ÓÑe ÔÖÓÔeÖØie× Óf C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ× aÒd Øhe ÖeÐaØed ÒÓØiÓÒ
Óf a C¹ba×i×¸ ÛheÖe C i× aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÛiØh ´EÈµ ÓÒ a ×eØ Aº ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸
Ûe cÓÒ×ideÖ Øhe C¹ÖaÒk Óf ×Ùb×eØ× Óf Aº Ìhe Öe×ÙÐØ× Ûe ÕÙÓØe aÖe ×ØaÒdaÖd; a deØaiÐed
accÓÙÒØ i× giÚeÒ iÒ [9]º ÇÙÖ ×ØÙdÝ Óf Øhe eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ ÑÓÒÓid Óf a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce
aÐgebÖa A ØheÒ begiÒ× ÛheÒ Ûe de¬Òe Øhe ÖaÒk Óf aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ ØÓ be Øhe ËgA¹ÖaÒk
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Óf iØ× iÑageº Ìhe ÒÓØiÓÒ Óf ÔÖeiÑage ba×i× i× iÒØÖÓdÙced aÒd iÒÚe×ØigaØed fÓÖ ´Ûeakµ
iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa×º

FÓÖ Øhe ÖeÑaiÒdeÖ Óf Øhi× ×ecØiÓÒ¸ ÐeØ C be aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÓÒ a ×eØ Aº
ÊecaÐÐ ØhaØ a ×Ùb×eØ X Óf A i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ if fÓÖ aÐÐ Ü ¾ X¸ Ü =¾ C´X Ò fÜgµ; if Y  A
aÒd Y i× ÒÓØ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ØheÒ Y i× ×aid ØÓ be C¹deÔeÒdeÒØº ÆÓØe ØhaØ Øhe eÑÔØÝ ×eØ i×
aÐÛaÝ× C¹iÒdeÔeÒdeÒØº ËiÒce C i× aÐgebÖaic¸ iØ i× ea×Ý ØÓ ×ee ØhaØ X  A i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ
if aÒd ÓÒÐÝ if eÚeÖÝ ¬ÒiØe ×Ùb×eØ Óf X i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ; cÐeaÖÐÝ Øhi× i× aÐ×Ó eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ
eÚeÖÝ ×Ùb×eØ Óf X beiÒg C¹iÒdeÔeÒdeÒØº

A ×Ùb×eØ B Óf A i× C¹cÐÓ×ed if C´Bµ = B; eÕÙiÚaÐeÒØÐÝ̧ B i× C¹cÐÓ×ed if B = C´Xµ fÓÖ
×ÓÑe X  Aº GiÚeÒ aÒÝ C¹cÐÓ×ed ×Ùb×eØ B aÒd ×Ùb×eØ X Óf A¸ Ûe ×aÝ ØhaØ X C¹×ÔaÒ× B
if C´Xµ = Bº Çf cÓÙÖ×e¸ if X C¹×ÔaÒ× B ØheÒ X  Bº ÇÙÖ iÒØeÖe×Ø Ðie× iÒ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ
×eØ× Ûhich C¹×ÔaÒ cÐÓ×ed ×eØ×; a ×ØaÒdaÖd aÖgÙÑeÒØ Ù×iÒg ZÓÖÒ³× ÄeÑÑa ×hÓÛ× ØhaØ if
X¼  X  A¸ ÛheÖe X¼ i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ØheÒ ØheÖe i× a ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ
Y Óf X cÓÒØaiÒiÒg X¼; cÐeaÖÐÝ Y i× a ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf Xº ÌakiÒg X¼ = ;¸
Øhi× ×hÓÛ× ØhaØ giÚeÒ aÒÝ ×Ùb×eØX Óf A¸ ØheÖe i× a C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ ÑaÜiÑaÐ ÛiØh Öe×ÔecØ
ØÓ beiÒg cÓÒØaiÒed iÒ Xº Áf iÒ addiØiÓÒ C ×aØi×¬e× ´EÈµ ØheÒ Øhe ÒÓØiÓÒ× Óf C¹×ÔaÒÒiÒg
aÒd ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ aÖe cÐÓ×eÐÝ cÓÒÒecØed¸ a× Øhe ÒeÜØ Öe×ÙÐØ Ñake× cÐeaÖº

ÌheÓÖeÑ ¿º½ ´9µ ÄeØ C be aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÓÒ a ×eØ Aº ÌheÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg
cÓÒdiØiÓÒ× aÖe eÕÙiÚaÐeÒØ:

´iµ C ha× Øhe eÜchaÒge ÔÖÓÔeÖØÝ;
´iiµ fÓÖ eÚeÖÝ ×Ùb×eØ X Óf A¸ if Y i× a ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf X¸ ØheÒ

C´Xµ = C´Y µ;
´iiiµ fÓÖ eÚeÖÝ Y aÒd X ÛiØh Y  X  A¸ if Y i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ØheÒ ØheÖe i× a

C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Z ÛiØh Y  Z  X aÒd C´Xµ = C´Zµº

Ìhe ÒeÜØ cÓÖÓÐÐaÖÝ i× iÑÔÐiciØ iÒ [9]º

CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º¾ ÄeØ C be aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÛiØh ´EÈµ ÓÒ a ×eØ A¸ aÒd ÐeØ
Y  X  Aº ÌheÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg cÓÒdiØiÓÒ× aÖe eÕÙiÚaÐeÒØ:

´iµ Y i× a ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf X;
´iiµ Y i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd C´Y µ = C´Xµ;
´iiiµ Y i× ÑiÒiÑaÐ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ C´Y µ = C´Xµº

ÈÖÓÓfº ´iµ µ ´iiµ Ìhi× i× iÑÑediaØe fÖÓÑ ÌheÓÖeÑ ¿º½º
´iiµ µ ´iiiµ ËÙÔÔÓ×e ØhaØ Y i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd C´Y µ = C´Xµº ÄeØ Z be a ×eØ

×ØÖicØÐÝ cÓÒØaiÒed iÒ Y º ÌheÒ if Ý ¾ Y ÒZ¸ Ý =¾ C´Y Ò fÝgµ  C´Zµº ÌhÙ× C´Zµ i× ×ØÖicØÐÝ
cÓÒØaiÒed iÒ C´Y µ = C´Xµº

´iiiµ µ ´iµ ÌÓ ×ee ØhaØ Y i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ÐeØ Ý ¾ Y º Áf Ý ¾ C´Y Ò fÝgµ¸ ØheÒ
Y  C´Y Ò fÝgµ¸ fÖÓÑ Ûhich C´Xµ = C´Y µ  C´Y Ò fÝgµ  C´Xµ fÓÐÐÓÛ×º BÙØ Øhi×
cÓÒØÖadicØ× Øhe ÑiÒiÑaÐiØÝ Óf Y ÛiØh ÖeÔ×ecØ ØÓ C´Y µ = C´Xµº ÌhÙ× Y i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØº
Áf Y  Z  X aÒd Þ ¾ Z ÒY ¸ ØheÒ Þ ¾ C´Xµ = C´Y µ  C´Z Ò fÞgµº ÌhÙ× Y i× a ÑaÜiÑaÐ
C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf Xº

FÓÖ Øhe ÖeÑaiÒdeÖ Óf Øhi× ×ecØiÓÒ¸ ÐeØ C be aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÛiØh ´EÈµ ÓÒ
a ×eØ Aº ÄeØ X be a ×Ùb×eØ Óf Aº Ïe de¬Òe a C¹ba×i× Óf X ØÓ be a ×Ùb×eØ Y Óf X Ûhich
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i× ÑiÒiÑaÐ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ C´Y µ = C´Xµº ÌhÙ× a C¹ba×i× Óf X i× ÔÖeci×eÐÝ a ÑaÜiÑaÐ
C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf Xº ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ if B i× a C¹cÐÓ×ed ×Ùb×eØ Óf A¸ a ×Ùb×eØ Y Óf
B i× a C¹ba×i× fÓÖ B if aÒd ÓÒÐÝ if ÓÒe Óf Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ØhÖee ´eÕÙiÚaÐeÒØµ cÓÒdiØiÓÒ× hÓÐd:
Y i× a ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf B; Y i× C¹iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd C´Y µ = B; Y i×
ÑiÒiÑaÐ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ C´Y µ = Bº ÁÒ Øhe ca×e ÛheÖe C = ËgA fÓÖ a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce
aÐgebÖa A¸ Øhe abÓÚe de¬ÒiØiÓÒ× aÖe cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ÒÓØiÓÒ Óf ba×i× Óf Aº

ÄeØ X be a C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf a C¹cÐÓ×ed ×Ùb×eØ B Óf Aº ÌheÒ X  Y  B fÓÖ
×ÓÑe C¹ba×i× Y Óf B; heÒce X [ ´Y ÒXµ i× a C¹ba×i× Óf B aÒd X \ ´Y ÒXµ = ;º Áf Z i×
aÒÝ ×Ùb×eØ Óf B ×Ùch ØhaØ X \ Z = ; aÒd X [ Z i× a C¹ba×i× fÓÖ B¸ ØheÒ Ûe ×aÝ ØhaØ Z
eÜØeÒd× X ØÓ a C¹ba×i× Óf Bº

Ïe ÒÓÛ iÒØÖÓdÙce Øhe ceÒØÖaÐ cÓÒceÔØ Óf C¹ÖaÒkº ÄeØ X be a ×Ùb×eØ Óf Aº ÌheÒ Øhe
C¹ÖaÒk Óf X¸ ÛÖiØØeÒ C´Xµ¸ i× jY j¸ ÛheÖe Y i× a C¹ba×i× fÓÖ Xº ÁÒ ÚieÛ Óf CÓÖÓÐÐaÖÝ ¾º¿º7
Óf [9]¸ C i× ÛeÐÐ¹de¬Òedº

ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º¿ [9] ÄeØ C be aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÛiØh ´EÈµ ÓÒ a ×eØ Aº ÌheÒ
C i× a fÙÒcØiÓÒº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ fÓÖ aÒÝ X  A¸

C´Xµ = C´C´Xµµ:

Ìhe ÒeÜØ Öe×ÙÐØ i× agaiÒ iÑÔÐiciØ iÒ [9]º

CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º4 ÄeØ C be aÒ aÐgebÖaic cÐÓ×ÙÖe ÓÔeÖaØÓÖ ÛiØh ´EÈµ ÓÒ a ×eØ A¸ aÒd ÐeØ
B  A be a C¹cÐÓ×ed ×Ùb×eØ ÛiØh ¬ÒiØe C¹ÖaÒkº ÌheÒ if X i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf B¸
jXj  C´Bµ aÒd jXj = C´Bµ if aÒd ÓÒÐÝ if C´Xµ = Bº

ÈÖÓÓfº ËiÒce aÒÝ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf B caÒ be eÜØeÒded ØÓ a C¹ba×i× Óf B¸ Ûe kÒÓÛ
ØhaØ jXj  C´Bµº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ×iÒce C´Bµ i× ¬ÒiØe¸ jXj = C´Bµ if aÒd ÓÒÐÝ if X i× a
ÑaÜiÑaÐ C¹iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ Óf Bº BÝ CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º¾¸ Øhi× i× eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ C´Xµ = Bº

Ïe ÒÓÛ cÓÒceÒØÖaØe ÓÒ Øhe ca×e ÛheÖe A i× aÒ aÐgebÖa aÒd C = ËgAº ËiÒce Ûe
aÖe a××ÙÑiÒg ØhaØ C ha× ´EÈµ¸ Øhi× i× ×aÝiÒg ØhaØ A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº
Ïe ×iÑÔÐifÝ ÓÙÖ ØeÖÑiÒÓÐÓgÝ bÝ dÖÓÔÔiÒg ËgA fÖÓÑ Øhe ÒÓØaØiÓÒ ËgA¹iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ËgA¹
deÔeÒdeÒØ¸ ËgA¹cÐÓ×ed¸ ËgA¹×ÔaÒ×¸ ËgA¹ÖaÒk¸ 

ËgA aÒd ËgA¹ba×i×º ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ a cÐÓ×ed

×Ùb×eØ Óf A i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×eº
ÄeØ « ¾ EÒd Aº Ïe de¬Òe Øhe ÖaÒk Óf «¸ ÛÖiØØeÒ ´«µ¸ ØÓ be ´ÁÑ «µº Áf «; ¬ ¾ EÒd

A aÒd ÁÑ « = ÁÑ ¬¸ ØheÒ cÐeaÖÐÝ ´«µ = ´¬µº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ if ÃeÖ « = ÃeÖ ¬ ØheÒ
ÁÑ « = A=ÃeÖ « = A=ÃeÖ ¬ = ÁÑ ¬; iØ i× ØheÒ cÐeaÖ ØhaØ ´«µ = ´¬µº Ìhe×e cÓÑÑeÒØ×
becÓÑe ÔaÖØicÙÐaÖÐÝ ×igÒi¬caÒØ ÛheÒ Ûe cÓÒ×ideÖ GÖeeÒ³× ÖeÐaØiÓÒ× ÓÒ EÒd A iÒ Øhe ÒeÜØ
×ecØiÓÒº

Çf cÓÙÖ×e¸ ÁÑ « i× a ×ÙbaÐgebÖa Óf A fÓÖ aÒÝ « ¾ EÒd Aº ChÓÓ×iÒg a ba×i× Y Óf ÁÑ «¸
Ûe kÒÓÛ bÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º¿ ØhaØ ´«µ = ´ÁÑ «µ = ´ËgA´Y µµ = ´Y µº FÓÖ each Ý ¾ Y
Ôick aÒ eÐeÑeÒØ ÜÝ ¾ A ÛiØh ÜÝ« = Ý¸ aÒd ÔÙØ X = fÜÝ : Ý ¾ Y gº ÌheÒ « : X ! Y = X«
i× a ÓÒe¹ÓÒe fÙÒcØiÓÒº CÓÒ×eÕÙeÒØ ÙÔÓÒ Øhe ÒeÜØ Öe×ÙÐØ¸ X i× ÑÓÖeÓÚeÖ iÒdeÔeÒdeÒØº

ÄeÑÑa ¿º5 ÄeØ A be a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ « ¾ EÒd Aº ËÙÔÔÓ×e ØhaØ
X  A¸ « : X ! X« i× ÓÒe¹ÓÒe aÒd X« i× iÒdeÔeÒdeÒØº ÌheÒ X i× iÒdeÔeÒdeÒØº
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ÈÖÓÓfº Áf X ÛeÖe deÔeÒdeÒØ¸ ØheÒ ØheÖe ÛÓÙÐd eÜi×Ø di×ØiÒcØ eÐeÑeÒØ× Ü; Ü½; :::; ÜÒ ¾ X
ÛiØh Ü = Ø´Ü½; :::; ÜÒµº ËiÒce « i× aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ¸ Ü« = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ« = Ø´Ü½«; :::; ÜÒ«µº
BÙØ « i× ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ X¸ ×Ó ØhaØ Øhe iÒdeÔeÒdeÒce Óf X« ÛÓÙÐd be cÓÒØÖadicØedº

Ìhe abÓÚe di×cÙ××iÓÒ Ðead× Ù× ØÓ Øhe de¬ÒiØiÓÒ Óf a ÔÖeiÑage ba×i×º ÄeØ « ¾ EÒd A¸
ÛheÖe A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº A ×Ùb×eØ X Óf A i× a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ « if « i×
ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ X aÒd X« i× a ba×i× fÓÖ ÁÑ «º FÖÓÑ ÄeÑÑa ¿º5¸ X ÑÙ×Ø aÐ×Ó be iÒdeÔeÒdeÒØº
FÙÖØheÖ¸ jXj = jX«j = ´X«µ = ´ËgA´X«µµ = ´ÁÑ «µ = ´«µº

ÊecaÐÐ ØhaØ a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa A i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa if fÓÖ each ba×i×
X Óf A aÒd « : X ! A¸ « caÒ be eÜØeÒded ØÓ aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf Aº ËiÒce X geÒeÖaØe×
A iØ i× cÐeaÖ ØhaØ Øhe eÜØeÒ×iÓÒ Óf « ØÓ aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ i× ÙÒiÕÙeº

ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº
´Áµ Áf X  A i× iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd « : X ! A¸ ØheÒ « caÒ be eÜØeÒded ØÓ a hÓÑÓÑÓÖ¹

Ôhi×Ñ « : ËgA´Xµ ! Aº
´ÁÁµ Áf B i× a ×ÙbaÐgebÖa Óf A aÒd ¬ : B ! A i× a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ¸ ØheÒ ¬ caÒ be

eÜØeÒded ØÓ ­ ¾ EÒd A¸ ÛheÖe ÁÑ ­ = ÁÑ ¬º

ÈÖÓÓfº ´Áµ EÜØeÒd X ØÓ a ba×i× X [ Y Óf A aÒd de¬Òe ­ : X [ Y ! A bÝ

Ü­ = Ü« Ü ¾ X
Ý­ = Ü¼« Ý ¾ Y

ÛheÖe Ü¼ i× a ¬Üed eÐeÑeÒØ Óf Xº ÌheÒ ­ caÒ be eÜØeÒded ØÓ aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf A¸ Ûhich
Ûe aÐ×Ó deÒÓØe bÝ ­º ÆÓÛ ÔÙØ « = ­j

ËgA´Xµ
: cÐeaÖÐÝ « i× a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ eÜØeÒdiÒg «º

´ÁÁµ ÄeØ X be a ba×i× Óf B¸ ×Ó ØhaØ B = ËgA´Xµ¸ aÒd eÜØeÒd X ØÓ a ba×i× X [ Y Óf Aº
ÄeØ « = ¬jX ¸ aÒd ÐeØ ­ be de¬Òed a× iÒ Øhe ÔÖÓÓf Óf ´Áµº CÐeaÖÐÝ ¬ = « = ­jB aÒd

ÁÑ ¬ = B¬ = ËgA´Xµ¬ = ËgA´X¬µ = ËgA´X«µ = ËgA´´X [ Y µ­µ = ËgA´X [ Y µ­ =
A­ = ÁÑ ­º

Ìhe abÓÚe ÔÖÓÓf Ù×e× Øhe facØ ØhaØ if Æ i× a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ fÖÓÑ aÒ aÐgebÖa C ØÓ aÒ
aÐgebÖa D aÒd Í  C¸ ØheÒ ËgC´ÍµÆ =ËgD´ÍÆµº

AÒ iÑÑediaØe cÓÒ×eÕÙeÒce Óf ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6 i× ØhaØ if X i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ iÒ
aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa A aÒd « : X ! A i× a fÙÒcØiÓÒ¸ ØheÒ « caÒ be eÜØeÒded
ØÓ a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ « : ËgA´Xµ ! A aÒd ØheÒ ØÓ « ¾ EÒd A¸ ÛheÖe ÁÑ « = ÁÑ
« = ËgA´Xµ« = ËgA´X«µº ÏheÖe ØheÖe i× ÒÓ daÒgeÖ Óf aÑbigÙiØÝ̧ bÓØh « aÒd « ÑaÝ
aÐ×Ó be deÒÓØed bÝ «º ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ Ûe ÑaÝ fÓÐÐÓÛ Øhi× cÓÒÚeÒØiÓÒ if X i× a ba×i× fÓÖ Aº

AØ Øhi× ÔÓiÒØ Ûe Ñake aÒ Ób×eÖÚaØiÓÒ cÓÒceÖÒiÒg ØeÖÑ× bÙiÐØ fÖÓÑ iÒdeÔeÒdeÒØ eÐe¹
ÑeÒØ×º ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ X = fÜ½; :::; ÜÒg be aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ
×eØ Óf caÖdiÒaÐiØÝ Òº Áf Ø; × aÖe ØeÖÑ× ÛheÖe Ø´Ü½; :::; ÜÒµ = ×´Ü½; :::; ÜÒµ¸ ØheÒ Ø´a½; :::; aÒµ =
×´a½; :::; aÒµ fÓÖ aÒÝ a½; :::; aÒ ¾ Aº ÌÓ ×ee Øhi×¸ de¬Òe « : fÜ½; :::; ÜÒg ! A bÝ Üi« = ai¸
aÒd eÜØeÒd « ØÓ aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf A¸ ÝieÐdiÒg

Ø´a½; :::; aÒµ = Ø´Ü½«; :::; ÜÒ«µ = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ«

= ×´Ü½; :::; ÜÒµ« = ×´Ü½«; :::; ÜÒ«µ = ×´a½; :::; aÒµ

a× ÖeÕÙiÖedº
Ìhe ÔÖÓÓf Óf Øhe ÒeÜØ ÐeÑÑa i× ×ØÖaighØfÓÖÛaÖdº
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ÄeÑÑa ¿º7 ÄeØ X be aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ iÒ aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa A¸ aÒd ÐeØ « : X !
A be ÓÒe¹ÓÒeº Áf X« i× iÒdeÔeÒdeÒØ ØheÒ Øhe eÜØeÒ×iÓÒ Óf « ØÓ a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ fÖÓÑ
ËgA´Xµ ØÓ A i× ÓÒe¹ÓÒeº

BÝ ÛaÝ Óf cÓÒÚeÖ×e ØÓ ÄeÑÑa ¿º7 Ûe haÚe

ÄeÑÑa ¿º8 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ « be a ÓÒe¹ÓÒe hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñ
fÖÓÑ a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e B Óf A ØÓ Aº ÌheÒ X  B i× iÒdeÔeÒdeÒØ if aÒd ÓÒÐÝ if X« i×
iÒdeÔeÒdeÒØº

ÈÖÓÓfº Áf X« i× iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ØheÒ ÄeÑÑa ¿º5 aÒd ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6 ØÓgeØheÖ giÚe ØhaØ
X i× iÒdeÔeÒdeÒØº CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ if X i× iÒdeÔeÒdeÒØ¸ ØheÒ ÐeØØiÒg « ½ : ÁÑ « ! B be Øhe
iÒÚeÖ×e Óf «¸ Øhe ×aÑe aÖgÙÑeÒØ giÚe× ØhaØ X« i× iÒdeÔeÒdeÒØº

Ìhe ÒeÜØ ØhÖee Öe×ÙÐØ× cÓÒceÒØÖaØe ÓÒ ÔÖeiÑage ba×e×º

ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º9 ÄeØ « ¾ EÒd A ÛheÖe A i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa¸ aÒd ÐeØ X be a
ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ «º ÌheÒ «j

ËgA´Xµ
: ËgA´Xµ ! ÁÑ « i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñº

ÈÖÓÓf ÌhaØ « i× ÓÒØÓ i× cÐeaÖº Ïe kÒÓÛ ØhaØ X aÒd X« aÖe iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd «jX i×
ÓÒe¹ÓÒeº ÄeÑÑa ¿º7 giÚe× ØhaØ « i× ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ ËgA´Xµº

Áf «; ¬ ¾ EÒd A¸ ÛheÖe A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÁÑ «  ÁÑ ¬¸ ØheÒ bÝ
ÔÖeÚiÓÙ× cÓÑÑeÒØ×¸ aÒÝ ba×i× Óf ÁÑ « caÒ be eÜØeÒded ØÓ a ba×i× Óf ÁÑ ¬º ÌÓ ÔÖÓÚe Øhe
cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg Öe×ÙÐØ fÓÖ keÖÒeÐ× aÒd ÔÖeiÑage ba×e× Ûe a××ÙÑe ØhaØ A i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce
aÐgebÖaº

ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º½¼ ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ «; ¬ ¾ EÒd A ÛiØh ÃeÖ « 
ÃeÖ ¬º ÄeØ X be a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ ¬º ÌheÒ X caÒ be eÜØeÒded ØÓ a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ
«º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ if ÃeÖ « = ÃeÖ ¬¸ ØheÒ X i× a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ «º

ÈÖÓÓfº BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º9¸ ¬ i× ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ ËgA´Xµº ËiÒce ÃeÖ «  ÃeÖ ¬¸ « i× aÐ×Ó
ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ ËgA´Xµº BÝ ÄeÑÑa ¿º8¸ X« i× iÒdeÔeÒdeÒØº EÜØeÒdiÒg X« ØÓ a ba×i× X«[Y
Óf ÁÑ « aÒd chÓÓ×iÒg fÓÖ each Ý ¾ Y aÒ eÐeÑeÒØ ÜÝ Óf A ×Ùch ØhaØ ÜÝ« = Ý¸ ØheÒ
X [ fÜÝ : Ý ¾ Y g i× a ÔÖeiÑage ba×i× Óf «º

ËÙÔÔÓ×e ÒÓÛ ØhaØ ÃeÖ « = ÃeÖ ¬º ÌÓ ×ee ØhaØ X i× a ÔÖeiÑage ba×i× Óf «¸ Ûe
ÑÙ×Ø ×hÓÛ ØhaØ X« ×ÔaÒ× ÁÑ «º ÄeØ a ¾ ÁÑ « aÒd ÛÖiØe a = b« ÛheÖe b ¾ Aº ÆÓÛ
b¬ = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ¬ fÓÖ ×ÓÑe Ü½; :::; ÜÒ ¾ X aÒd ×Ó a× Øhe keÖÒeÐ× Óf « aÒd ¬ cÓiÒcide Ûe
haÚe a = b« = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ« = Ø´Ü½«; :::; ÜÒ«µ a× ÖeÕÙiÖedº

CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º½½ ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ «; ¬ ¾ EÒd A ÛiØh ÃeÖ « =
ÃeÖ ¬ aÒd «jX = ¬jX ÛheÖe X i× a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ «º ÌheÒ « = ¬º

ÈÖÓÓfº ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º½¼ ×aÝ× ØhaØ X i× aÐ×Ó a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ ¬º ËiÒce «jX = ¬jX Ûe
haÚe «j

ËgA´Xµ
= ¬j

ËgA´Xµ
º ÆÓÛ cÓÒ×ideÖ a ¾ A; a« = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ« fÓÖ ×ÓÑe Ü½; :::; ÜÒ ¾

Xº ÌhÙ× a¬ = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ¬ aÒd Ø´Ü½; :::; ÜÒµ« = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ¬¸ giÚiÒg ØhaØ a« = a¬; heÒce
« = ¬º

FiÒaÐÐÝ iÒ Øhi× ×ecØiÓÒ Ûe giÚe a Öe×ÙÐØ Ûhich i× ceÒØÖaÐ ØÓ Øhe ÔÖÓÓf Óf ÌheÓÖeÑ 4º½¾º
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ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º½¾ ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ B¸ C be ×ÙbaÐgebÖa× Óf A

ÛiØh ´Bµ = ´Cµ = Ò < @¼º ÄeØ « : B ! C be a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñº ÌheÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg
cÓÒdiØiÓÒ× aÖe eÕÙiÚaÐeÒØ:

´iµ ´ÁÑ «µ = Ò;
´iiµ « i× ÓÒØÓ;
´iiiµ « i× ÓÒe¹ÓÒe;
´iÚµ « i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñº

ÈÖÓÓfº CÐeaÖÐÝ iØ i× ×ÙÆcieÒØ ØÓ ÔÖÓÚe Øhe eÕÙiÚaÐeÒce Óf cÓÒdiØiÓÒ× ´iµ¸ ´iiµ aÒd ´iiiµº
BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6¸ « ÑaÝ be eÜØeÒded ØÓ Æ ¾ EÒd A ÛiØh ÁÑ « = ÁÑ Æº ÄeØ X be a

ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ Æ ÛiØh X  Bº BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º8¸ Æj
ËgA´Xµ

= «j
ËgA´Xµ

: ËgA´Xµ !

ÁÑ « i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñº
Áf ´ÁÑ «µ = Ò¸ ØheÒ ´Æµ = Ò aÒd Ò = ´Cµ = jX«j ×Ó ØhaØ a× X« i× iÒdeÔeÒdeÒØ¸

CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º4 giÚe×
ÁÑ « = ËgA´Xµ« = ËgA´X«µ = C

×Ó ØhaØ « i× ÓÒØÓº CÐeaÖÐÝ if « i× ÓÒØÓ ØheÒ ´ÁÑ «µ = Òº
ËÙÔÔÓ×e ÒÓÛ ØhaØ « i× ÓÒØÓº ÌhÙ× jXj = jX«j = Ò aÒd ×Ó agaiÒ bÝ CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º4¸

ËgA´Xµ = Bº ÌhÙ× « i× ÓÒe¹ÓÒeº
CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ if « i× ÓÒe¹ÓÒe ØheÒ iØ i× iÑÑediaØe fÖÓÑ ÄeÑÑa ¿º7 ØhaØ if Y i× a ba×i× Óf

B¸ ØheÒ Y « i× iÒdeÔeÒdeÒØº ËiÒce jY «j = Ò iØ fÓÐÐÓÛ× ØhaØ ´ÁÑ «µ = Òº

4 Ìhe eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ ÑÓÒÓid

ÄeØ A be a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ÛiØh ´Aµ = º FÓÖ each caÖdiÒaÐ  ÛiØh    ÐeØ

ÌA
 = f« ¾ EÒd A : ´«µ  g:

ÇÙÖ ¬Ö×Ø aiÑ i× ØÓ ×hÓÛ ØhaØ ÌA
 i× aÒ ideaÐ Óf EÒd A fÓÖ aÐÐ   º

ÄeÑÑa 4º½ ÄeØ «; ¬ ¾ EÒd A ¸ ÛheÖe A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÌheÒ

´«¬µ  ÑiÒf´«µ; ´¬µg:

ÈÖÓÓfº ËiÒce ÁÑ «¬ i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf ÁÑ ¬¸ iØ i× cÐeaÖ fÖÓÑ Øhe de¬ÒiØiÓÒ Óf ÖaÒk ØhaØ
´«¬µ  ´¬µº

ÌÓ ×ee ØhaØ ´«¬µ  ´«µ¸ ÐeØ X be a ba×i× Óf ÁÑ «º ÌheÒ

ÁÑ «¬ = ´ ÁÑ «µ¬ = ËgA´Xµ¬ = ËgA´X¬µ

×Ó ØhaØ bÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º¿

´«¬µ = ´ËgA´X¬µµ = ´X¬µ  jX¬j  jXj = ´«µ:

BeaÖiÒg iÒ ÑiÒd ØhaØ ; i× adÑiØØed a× aÒ ideaÐ¸ Øhe ÒeÜØ cÓÖÓÐÐaÖÝ i× iÑÑediaØeº
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CÓÖÓÐÐaÖÝ 4º¾ ÄeØ A be a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ÛiØh ´Aµ = ¸ aÒd ÐeØ  be a

caÖdiÒaÐ ÛiØh ¼    º ÌheÒ ÌA
 i× aÒ ideaÐ Óf Aº

ÌÓ ×ee ØhaØ EÒd A cÓÒØaiÒ× eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf eÚeÖÝ ÔÓ×iØiÚe ÖaÒk ÒÓ gÖeaØeÖ ØhaÒ
´Aµ¸ Ûe a××ÙÑe ØhaØ A i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº

ÄeÑÑa 4º¿ ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ÛiØh ´Aµ =  aÒd ÐeØ  be a caÖdiÒaÐ ÛiØh
¼ <   º ÌheÒ EÒd A cÓÒØaiÒ× aÒ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf ÖaÒk º

ÈÖÓÓfº ÄeØ X be a ba×i× Óf A aÒd ÛÖiØe X a× X = Y [ Z ÛheÖe jY j =  aÒd Y \ Z = ;º
De¬Òe « ¾ EÒd A bÝ iØ× acØiÓÒ ÓÒ X ÛheÖe

Ý« = Ý Ý ¾ Y
Þ« = Ý¼ Þ ¾ Z;

aÒd Ý¼ ¾ Y i× ¬Üedº ÌheÒ ´«µ = ´ËgA´Y µµ = ´Y µ =  a× ÖeÕÙiÖedº

Ïe ÒÓÛ addÖe×× Øhe ÕÙe×ØiÓÒ Óf ÛheØheÖ ÌA
¼ = ;º

ÄeÑÑa 4º4 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÌheÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg cÓÒdiØiÓÒ× aÖe eÕÙiÚ¹
aÐeÒØ:

´iµ A ha× cÓÒ×ØaÒØ×;
´iiµ ËgA´;µ 6= ;;
´iiiµ Ì¼ 6= ;º

ÅÓÖeÓÚeÖ if aÒÝ ´aÐÐµ Óf Øhe×e cÓÒdiØiÓÒ× hÓÐd¸ ÌA
¼ i× a ÐefØ ÞeÖÓ ×eÑigÖÓÙÔº

ÈÖÓÓfº Ìhe eÕÙiÚaÐeÒce Óf ´iµ aÒd ´iiµ ha× aÐÖeadÝ beeÒ ÑeÒØiÓÒedº Áf ÌA
¼ 6= ; ØheÒ ØheÖe

i× aÒ « ¾ EÒd A ÛiØh ´«µ = ¼º ÀeÒce A ha× a ÒÓÒ¹eÑÔØÝ ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf ÖaÒk ¼º BÙØ iØ
i× ea×Ý ØÓ ×ee ØhaØ Øhe ÓÒÐÝ ÔÓ××ibÐe caÒdidaØe fÓÖ a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf ÖaÒk ¼ i× ËgA´;µº ÌhÙ×

if ÌA
¼ 6= ; ØheÒ ËgA´;µ 6= ;º
CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ A ha× cÓÒ×ØaÒØ×º ÄeØ X be a ba×i× fÓÖ A aÒd c a cÓÒ×ØaÒØº

De¬Òe « : X ! A bÝ Ü« = c fÓÖ aÐÐ Ü ¾ Xº ÌheÒ ÁÑ « = ËgA´Xµ« = ËgA´X«µ =

ËgA´fcgµ = ËgA´;µ ×Ó ØhaØ ´«µ = ´ËgA´;µµ = ´;µ = ¼ aÒd ÌA
¼ 6= ;º

ËÙÔÔÓ×e ÒÓÛ ØhaØ ÌA
¼ 6= ; aÒd «; ¬ ¾ ÌA

¼ º ÌheÒ ÁÑ « = ËgA´;µ aÒd cÐeaÖÐÝ ¬ i×
Øhe cÓÒ×ØaÒØ fÙÒcØiÓÒ ÛheÒ Öe×ØÖicØed ØÓ ËgA´;µ¸ ×iÒce ¬ ÑÙ×Ø ÑaÔ aÒÝ cÓÒ×ØaÒØ ØÓ iØ×eÐfº

ÌhÙ× «¬ = « aÒd ÌA
¼ i× a ÐefØ ÞeÖÓ ×eÑigÖÓÙÔº

Ìhe ÒeÜØ ØÛÓ Öe×ÙÐØ× chaÖacØeÖi×e GÖeeÒ³× ÖeÐaØiÓÒ× ÓÒ EÒd A¸ ÛheÖe A i× aÒ iÒdeÔeÒ¹
deÒce aÐgebÖaº

ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ 4º5 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº FÓÖ «; ¬ ¾ EÒd A:
´iµ ÁÑ «  ÁÑ ¬ if aÒd ÓÒÐÝ if «Ä¬;
´iiµ ÃeÖ «  ÃeÖ ¬ if aÒd ÓÒÐÝ if ¬Ê«;
´iiiµ ´«µ = ´¬µ if aÒd ÓÒÐÝ if «D¬;
´iÚµ ´«µ  ´¬µ if aÒd ÓÒÐÝ if « Â ¬;
´Úµ D = Â º

½¼



ÈÖÓÓfº ´iµ Áf «Ä¬ ØheÒ « = ­¬ fÓÖ ×ÓÑe ­ ¾ EÒd A; heÒce ÁÑ « = ÁÑ ­¬  ÁÑ ¬º
CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ ÁÑ «  ÁÑ ¬¸ aÒd ÐeØ X be a ba×i× fÓÖ Aº FÓÖ each Ü ¾ X ØheÖe
eÜi×Ø× Ü¼ ¾ A ÛiØh Ü« = Ü¼¬º De¬Òe ­ ¾ EÒd A bÝ iØ× acØiÓÒ ÓÒ X¸ ×eØØiÒg Ü­ = Ü¼ fÓÖ
aÐÐ Ü ¾ Xº ÌheÒ Ü­¬ = Ü¼¬ = Ü« fÓÖ aÐÐ Ü ¾ X; bÙØ ËgA´Xµ = A¸ ×Ó ØhaØ ­¬ = « aÒd
«Ä¬º

´iiµ Áf ¬Ê« ØheÒ ¬ = «Æ fÓÖ ×ÓÑe Æ ¾ EÒd Aº ÌheÒ if a« = b« fÓÖ a; b ¾ A Ûe haÚe
a«Æ = b«Æ aÒd ×Ó a¬ = b¬º ÌhÙ× ÃeÖ «  ÃeÖ ¬º

CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ ÃeÖ «  ÃeÖ ¬¸ aÒd ÐeØ X be a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ «º ÌheÒ
X« i× iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd ×Ó ÑaÝ be eÜØeÒded ØÓ a ba×i× X«[Y Óf Aº De¬Òe Æ ¾ EÒd A bÝ

´Ü«µÆ = Ü¬ Ü ¾ X
ÝÆ = Û Ý ¾ Y;

ÛheÖe Û i× ¬Üedº ÆÓØe ØhaØ ×iÒce « i× ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ X¸ Æ i× ÛeÐÐ de¬Òedº ÄeØ a ¾ Aº ÌheÒ
a« ¾ ÁÑ « = ËgA´X«µ = ËgA´Xµ« ×Ó ØhaØ a« = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ« fÓÖ ×ÓÑe Ü½; :::; ÜÒ ¾ Xº
ÆÓÛ ÃeÖ «  ÃeÖ ¬ ×Ó ØhaØ

a¬ = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ¬ = Ø´Ü½¬; :::; ÜÒ¬µ = Ø´Ü½«Æ; :::; ÜÒ«Æµ = Ø´Ü½; :::; ÜÒµ«Æ = a«Æ:

ÀeÒce ¬ = «ÆÊ« a× ÖeÕÙiÖedº
´iiiµ ËÙÔÔÓ×e ØhaØ «D¬; ØheÒ «Ê­Ä¬ fÓÖ ×ÓÑe ­ ¾ EÒd Aº FÖÓÑ ÔaÖØ× ´iµ aÒd ´iiµ¸

ÃeÖ « = ÃeÖ ­ aÒd ÁÑ ­ = ÁÑ ¬º AccÓÖdiÒg ØÓ Øhe ÖeÑaÖk× fÓÐÐÓÛiÒg CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º4¸
´«µ = ´­µ = ´¬µº

CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ a××ÙÑe ØhaØ ´«µ = ´¬µº ÌheÒ ØheÖe aÖe ba×e× X aÒd Y fÓÖ ÁÑ « aÒd
ÁÑ ¬ ÖeÔecØiÚeÐÝ̧ ÛheÖe jXj = jY jº ÄeØ  : X ! Y be a bijecØiÓÒ¸ aÒd eÜØeÒd  ØÓ ­ ¾
EÒd A ÛiØh ÁÑ ­ = ËgA´Y µ; fÙÖØheÖ¸ eÜØeÒd  ½ ØÓ Æ ¾ EÒd A ÛiØh ÁÑ Æ = ËgA´Xµº
ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6 gÙaÖaÒØee× Øhe eÜi×ØeÒce Óf ­ aÒd Æº ÆÓÛ ÁÑ ´«­µ = ´ÁÑ «µ­ = ËgA´Xµ­ =
ËgA´X­µ = ËgA´Xµ = ËgA´Y µ = ÁÑ ¬¸ ×Ó ØhaØ ¬Ä«­ bÝ ÔaÖØ ´iµº ËiÒce «­Æ = « Ûe
haÚe «Ê«­¸ ÛheÒce «D¬º

´iÚµ Áf « Â ¬ ØheÒ ÄeÑÑa 4º½ giÚe× ØhaØ ´«µ  ´¬µº ËÙÔÔÓ×e ÒÓÛ ØhaØ ´«µ  ´¬µº
ÄeØ X be a ba×i× Óf ÁÑ ¬ aÒd chÓÓ×e Y  X ÛiØh jY j = ´«µº ÄeØ ­ be Øhe ideÒØiØÝ
aÙØÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf ËgA´Y µº BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6¸ Ûe ÑaÝ eÜØeÒd ­ ØÓ ­ ¾ EÒd A ÛiØh ÁÑ
­ = ÁÑ ­º ÆÓØe ØhaØ ÁÑ ¬­ = ´ÁÑ ¬µ­ = ËgA´Y µ¸ ×Ó ØhaØ ´¬­µ = jY j = ´«µº ÌheÒ
«D¬­ ×Ó ØhaØ «Â ¬­ Â ¬º

´Úµ Ìhi× i× aÒ iÑÑediaØe cÓÒ×eÕÙeÒce Óf ´iiiµ aÒd ´iÚµº

CÓÖÓÐÐaÖÝ 4º6 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ «; ¬ ¾ EÒd Aº ÌheÒ:
´iµ ÁÑ « = ÁÑ ¬ if aÒd ÓÒÐÝ if «Ä¬;
´iiµ ÃeÖ « = ÃeÖ ¬ if aÒd ÓÒÐÝ if «Ê¬º

ÄeÑÑa 4º½ ÝieÐd× iÑÑediaØeÐÝ ØhaØ if A i× a Ûeak iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa¸ ØheÒ

ÁA
 = f« ¾ EÒd A : ´«µ < g

i× aÒ ideaÐ fÓÖ aÐÐ caÖdiÒaÐ× º ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ ÌA i× aÒ ideaÐ¸ ÛheÖe ÌA = ÁA
@¼

º ÁÒ ÓØheÖ

ÛÓÖd×¸ ÌA cÓÒ×i×Ø× Óf Øhe eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf A Óf ¬ÒiØe ÖaÒkº

½½



Ïe ÒÓÛ cÓÒ×ideÖ Øhe Êee× ÕÙÓØieÒØ× Óf EÒd A Óf Øhe fÓÖÑ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½¸ ÛheÖe A i× aÒ
iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ÛiØh ´Aµ  Ò aÒd Ò ¾ Æº ÆÓØe ØhaØ Øhe×e ×eÑigÖÓÙÔ× aÐÛaÝ× haÚe

a ÞeÖÓ; Øhe ÓÒÐÝ aÛkÛaÖd ca×e i× ÛheÒ Ò = ½ aÒd ËgA´;µ = ; ×Ó ØhaØ ÌA
¼ = ;º BÙØ bÝ

cÓÒÚeÒØiÓÒ¸ ; i× aÒ ideaÐ Óf EÒd A ×Ó ØhaØ f;g i× Øhe ÞeÖÓ Óf ÌA
½ =ÌA

¼ º FiÖ×Ø Ûe ×hÓÛ
ØhaØ ØheÝ aÖe ÖegÙÐaÖ¸ bÝ ÔÖÓÚiÒg ØhaØ EÒd A i× ÖegÙÐaÖ aÒd ØheÒ eÑÔÐÓÝiÒg a ×ØaÒdaÖd
ØechÒiÕÙe Óf ×eÑigÖÓÙÔ ØheÓÖÝº Áf « ¾ EÒd A ha× ÖaÒk Ò¸ ØheÒ Ûe Ñake ÒÓ ÒÓØaØiÓÒaÐ

di×ØiÒcØiÓÒ beØÛeeÒ Øhe eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ « aÒd iØ× iÑage iÒ Øhe Êee× ÕÙÓØieÒØ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½º

ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ 4º7 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÌheÒ EÒd A i× ÖegÙÐaÖº

ÈÖÓÓfº ÄeØ « ¾ EÒd A aÒd ÐeØ X be a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ «º EÜØeÒd X« ØÓ a ba×i× X«[Y
Óf A aÒd de¬Òe ¬ ¾ EÒd A bÝ iØ× acØiÓÒ ÓÒ X« [ Y ÛheÖe

Ü«¬ = Ü Ü ¾ X
Ý¬ = Ý Ý ¾ Y;

×iÒce « i× ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ X¸ ¬ i× ÛeÐÐ de¬Òedº FÓÖ Ü ¾ X¸ Ü«¬« = Ü«¸ ×Ó ØhaØ ¬« i× Øhe
ideÒØiØÝ ÛheÒ Öe×ØÖicØed ØÓ ÁÑ « = ËgA´X«µº ÀeÒce «¬« = «º

CÓÖÓÐÐaÖÝ 4º8 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÌheÒ ÌA
 i× ÖegÙÐaÖ fÓÖ aÐÐ caÖdiÒaÐ×

 > ¼º FÙÖØheÖ¸ if Ò ¾ Æ aÒd Ò  ´Aµ¸ ØheÒ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ i× ÖegÙÐaÖº

ÈÖÓÓfº Áf a; b aÖe eÐeÑeÒØ× Óf a ×eÑigÖÓÙÔ aÒd a = aba¸ ØheÒ a = a´babµa aÐ×Óº ÁØ i× ØheÒ
cÐeaÖ ØhaØ eÚeÖÝ ideaÐ Óf a ÖegÙÐaÖ ×eÑigÖÓÙÔ i× ÖegÙÐaÖº ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ if « ¾ EÒd A aÒd
´«µ = Ò¸ ØheÒ chÓÓ×iÒg ¬ ÛiØh « = «¬« Ûe haÚe aÐ×Ó ØhaØ « = «­« ÛheÖe ­ = ¬«¬º
BÙØ ØheÒ ÄeÑÑa 4º½ giÚe× ØhaØ ´«µ  ´­µ  ´«µ ×Ó ØhaØ ´­µ = Òº ÌhÙ× « i× a ÖegÙÐaÖ

eÐeÑeÒØ Óf ÌA
Ò =ÌA

Ò ½º

Ïe aÖe ÒÓÛ iÒ a ÔÓ×iØiÓÒ ØÓ ÔÖÓÚe Øhe ¬Ö×Ø Óf ÓÙÖ ØÛÓ ØheÓÖeÑ× cÓÒceÖÒiÒg Øhe eÒdÓ¹
ÑÓÖÔhi×Ñ ÑÓÒÓid Óf aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº

ÌheÓÖeÑ 4º9 ÄeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa ÛiØh ´Aµ  Ò fÓÖ ×ÓÑe Ò ¾ Æº ÌheÒ

ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ i× cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐeº

ÈÖÓÓfº Ïe haÚe aÐÖeadÝ ×hÓÛÒ ØhaØ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ i× ÖegÙÐaÖº
ÄeØ Ò ¾ Æ aÒd ÐeØ ¯;  be ideÑÔÓØeÒØ× Óf ÖaÒk Ò aÒd ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ ¯ = ¯ = ¯º ÌheÒ

´¯µ = ´µ = Ò aÒd ÁÑ ¯  ÁÑ ¸ ×Ó ØhaØ ÁÑ ¯ = ÁÑ  aÒd bÝ CÓÖÓÐÐaÖÝ 4º6¸ Ä¯º
ÌhÙ× Ä¯ aÒd ×iÒce ¯ i× ideÑÔÓØeÒØ¸ ¯ = ¯ = º Ìhi× ×hÓÛ× ØhaØ Øhe ÒÓÒ¹ÞeÖÓ ideÑÔÓØeÒØ×

Óf ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ aÖe ÔÖiÑiØiÚeº

FÖÓÑ ÌheÓÖeÑ ÁÁÁ ¿º5 Óf [8] iØ ÖeÑaiÒ× ØÓ ×hÓÛ ØhaØ ¼ i× a ÔÖiÑe ideaÐ Óf ÌA
Ò =ÌA

Ò ½º
Ìhi× i× eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ ×hÓÛiÒg ØhaØ if «; ¬ ¾ EÒd A aÒd ´«µ = ´¬µ = Ò¸ ØheÒ ØheÖe eÜi×Ø×
­ ¾ EÒd A ÛiØh ´­µ = ´«­¬µ = Òº

ÏiØh «; ¬ a× iÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ÔaÖagÖaÔh¸ chÓÓ×e a ba×i× Í Óf ÁÑ « aÒd a ÔÖeiÑage ba×i×
Î fÓÖ ¬º ÌheÒ jÍ j = jÎ j = Ò ×Ó ØheÖe eÜi×Ø× a bijecØiÓÒ  : Í ! Î º BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º6
Ûe ÑaÝ eÜØeÒd  ØÓ aÒ eÐeÑeÒØ  Óf EÒd A ×Ùch ØhaØ ÁÑ  = ËgA´Î µ¸ ×Ó ØhaØ ´µ = Òº
ÆÓÛ Ù¬ = Ù¬ fÓÖ aÐÐ Ù ¾ Í º ËiÒce ¬ i× a bijecØiÓÒ fÖÓÑ ËgA´Î µ ØÓ ÁÑ ¬ iØ fÓÐÐÓÛ× bÝ

½¾



ÄeÑÑa ¿º7 ØhaØ Øhe Öe×ØÖicØiÓÒ Óf ¬ ØÓ ÁÑ « = ËgA´Íµ i× a bijecØiÓÒ fÖÓÑ ÁÑ « ØÓ ÁÑ ¬º
ÌhÙ× ÁÑ «¬ = ÁÑ ¬ ×Ó ØhaØ ´«¬µ = ´¬µ = Ò a× ÖeÕÙiÖedº

Ìhe ceÐebÖaØed ØheÓÖeÑ Óf Êee× [½¾] ×ØaØe× ØhaØ eÚeÖÝ cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐe ×eÑigÖÓÙÔ
i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ a ÖegÙÐaÖ Êee× ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔº Ìhe ÕÙe×ØiÓÒ ÒÓÛ aÖi×e× Óf de×cÖibiÒg

Øhe Êee× ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔ× ØÓ Ûhich Øhe cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐe ×eÑigÖÓÙÔ× ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ aÒd

ÌA
¼ ´ÛheÖe ËgA´;µ 6= ;µ aÖe i×ÓÑÓÖÔhicº

FÓÖ Øhe ÖeÑaiÒdeÖ Óf Øhi× ×ecØiÓÒ ÐeØ A be aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa aÒd ÐeØ Ò ¾ Æ be

Ðe×× ØhaÒ Øhe ÖaÒk Óf Aº ÈÙØ É = ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ ; Ûe aÐ×Ó aÐÐÓÛ É = ÌA
¼ iÒ Øhe ca×e ÛheÖe

ËgA´;µ 6= ;º ÁÒ Øhe fÓÖÑeÖ ca×e É i× cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐe¸ aÒd iÒ Øhe ÐaØØeÖ ÄeÑÑa 4º4
giÚe× ØhaØ É i× cÓÑÔÐeØeÐÝ ×iÑÔÐeº ÇÙÖ aiÑ i× ØÓ giÚe aÒ eÜÔÐiciØ de×cÖiÔØiÓÒ Óf a ÖegÙÐaÖ
Êee× ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔ i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ Éº

ÄeØ
Á = fi : i i× Øhe keÖÒeÐ Óf « ¾ EÒd A ÛheÖe ´«µ = Òg

aÒd ÐeØ
£ = f :  i× a ×ÙbÙÒiÚeÖ×e Óf A ÛiØh ´µ = Òg:

ÆÓØe ØhaØ if Ò = ¼ ØheÒ bÝ a××ÙÑÔØiÓÒ ËgA´;µ 6= ; aÒd £ = fËgA´;µgº
FÓÖ each i ¾ Á chÓÓ×e aÒd ¬Ü a ÔÖeiÑage ba×i× fÙi½; :::; Ù

i
Òg Óf « ÛheÖe ÃeÖ « = i ´aÒd

´«µ = Òµº BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º½¼¸ fÙi½; :::; Ù
i
Òg i× a ÔÖeiÑage ba×i× Óf aÒÝ ¬ ¾ EÒd A ÛiØh

ÃeÖ « = ÃeÖ ¬; ÖecaÐÐ aÐ×Ó ØhaØ if ÃeÖ « = ÃeÖ ¬ ØheÒ ´«µ = ´¬µº FÓÖ each i ¾ Á deÒÓØe
bÝ Bi Øhe ×ÙbÙÒiÚeÖ×e ËgA´fÙi½; :::; Ù

i
Ògµº

FÓÖ each  ¾ £ chÓÓ×e aÒd ¬Ü a ba×i× fÚ½ ; :::; Ú

Òg Óf º ÆÓÛ ¬Ü ¼ ¾ £ aÒd ÐabeÐ

Ú¼

j a× Ûj fÓÖ j ¾ f½; :::; Ògº ÈÙØ B = ËgA´fÛ½; :::; ÛÒgµ = ¼ aÒd ÐeØ G be Øhe gÖÓÙÔ Óf

aÙØÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf Bº Ïe ×haÐÐ ×hÓÛ ØhaØ É i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ Å¼´G; Á;£;È µ fÓÖ ×ÓÑe
ÖegÙÐaÖ ×aÒdÛich ÑaØÖiÜ È ´ÓÖ ØÓ Å´G; Á;£;È µ iÒ Øhe cÓÑÔÐeØeÐÝ ×iÑÔÐe ca×eµº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ cÓÒ×ØÖÙcØ È Ûe begiÒ ÛiØh Øhe fÓÐÐÓÛiÒg Ób×eÖÚaØiÓÒº

ÄeÑÑa 4º½¼ ÄeØ «; ¬; ­; Æ ¾ EÒd A aÐÐ haÚe ÖaÒk Ò aÒd ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ ÁÑ « = ÁÑ ­¸ ÃeÖ
¬ = ÃeÖ Æ aÒd ´«¬µ = Òº ÌheÒ ´­Æµ = Òº

ÈÖÓÓfº BÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ 4º5¸ «Ä­ aÒd ¬ÊÆº ÀeÒce «¬Ä­¬Ê­Æ ×Ó ØhaØ ´«¬µ = ´­Æµ¸
agaiÒ bÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ 4º5º

CÓÒ×ideÖ ÒÓÛ «; ¬ ¾ EÒd A¸ bÓØh Óf ÖaÒk Ò¸ ÛiØh ÁÑ « =  aÒd ÃeÖ ¬ = iº Áf ´«¬µ < Ò
ÔÙØ Ôi = ¼¸ ÛheÖe ¼ i× a ×ÝÑbÓÐ Ûhich ha× ÒÓØ ÔÖeÚiÓÙ×ÐÝ ÓccÙÖedº Áf ´«¬µ = Ò ØheÒ
de¬Òe Ôi ¾ EÒd B bÝ

ÛjÔi = Øj´Û½; :::; ÛÒµ; ½  j  Ò;

ÛheÖe Új ¬ = Øj´Ù
i
½; :::; Ù

i
Òµ¬º Ïe ÖeÑaÖk ØhaØ fÚ½¬; :::; Ú


Ò¬g i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Óf

caÖdiÒaÐiØÝ Ò¸ fÓÖ

Ò = ´ ÁÑ «¬µ = ´ ÁÑ ¬j ÁÑ «
µ = ´ËgA´fÚ½¬; :::; Ú


Ò¬gµ = ´fÚ½¬; :::; Ú


Ò¬gµ:

ÄeÑÑa 4º½½ FÓÖ aÒÝ i ¾ Á aÒd  ¾ £¸ Ôi i× ÛeÐÐ¹de¬Òed aÒd if Ôi 6= ¼¸ ØheÒ Ôi ¾ Gº

½¿



ÈÖÓÓfº ÄeØ «; ¬; ­; Æ ¾ EÒd A aÒd ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ ÁÑ « = ÁÑ ­ =  aÒd ÃeÖ ¬ = ÃeÖ Æ = iº
ÁÒ ÚieÛ Óf Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ÐeÑÑa¸ ´«¬µ = Ò if aÒd ÓÒÐÝ if ´­Æµ = Òº

ËÙÔÔÓ×e ØhaØ ´«¬µ = ´­Æµ = Ò¸ aÒd Új ¬ = Øj´Ù
i
½; :::; Ù

i
Òµ¬ aÒd Új Æ = ×j´Ù

i
½; :::; Ù

i
ÒµÆ; ½ 

j  Òº Ïe Ûi×h ØÓ ×hÓÛ ØhaØ Øj´Û½; :::; ÛÒµ = ×j´Û½; :::; ÛÒµ fÓÖ aÐÐ j ÛiØh ½  j  Òº ËiÒce
ÃeÖ ¬ = ÃeÖ Æ Ûe haÚe Øj´Ù

i
½; :::; Ù

i
Òµ¬ = Új ¬ = ×j´Ù

i
½; :::; Ù

i
Òµ¬¸ Ûhich ÝieÐd× Øj´Ù

i
½; :::; Ù

i
Òµ =

×j´Ù
i
½; :::; Ù

i
Òµ¸ ×iÒce ¬ i× ÓÒe¹ÓÒe ÓÒ Øhe ×ÙbÙÒiÚeÖ×e geÒeÖaØed bÝ a ÔÖeiÑage ba×i×º ËiÒce

fÙi½; :::; Ù
i
Òg i× a ×eØ Óf Ò iÒdeÔeÒdeÒØ eÐeÑeÒØ×¸ iØ fÓÐÐÓÛ× ØhaØ Øj´Û½; :::; ÛÒµ = ×j´Û½; :::; ÛÒµº

ÀeÒce Ôi i× ÛeÐÐ de¬Òedº ÁØ ÖeÑaiÒ× ØÓ ×hÓÛ ØhaØ Ôi ¾ Gº
ÁÒ ÚieÛ Óf ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ ¿º½¾¸ iØ i× ×ÙÆcieÒØ ØÓ ×hÓÛ ØhaØ fØ½´Û½; :::; ÛÒµ; :::; ØÒ´Û½; :::; ÛÒµg

i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Óf caÖdiÒaÐiØÝ Òº ËÙÔÔÓ×e ØhaØ

Øj´Ûµ ¾ ËgA´fØ½´Ûµ; :::; Øj ½´Ûµ; Øj·½´Ûµ; :::; ØÒ´Ûµgµ

ÛheÖe Û = ´Û½; :::; ÛÒµ; ÛiØhÓÙØ ÐÓ×× Óf geÒeÖaÐiØÝ Ûe ÑaÝ a××ÙÑe ØhaØ j = ½º ÀeÒce

Ø½´Ûµ = ×´Ø¾´Ûµ; :::; ØÒ´Ûµµ ´½µ

fÓÖ ×ÓÑe ØeÖÑ ×º BÙØ fÛ½; :::; ÛÒg i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Óf Ò eÐeÑeÒØ×¸ ×Ó Ûe ÑaÝ ÖeÔÐace
each Ûj iÒ ´½µ bÝ Ùij¬; ½  j  Ò ÓbØaiÒiÒg

Ú½¬ = ×´Ú¾¬; :::; Ú

Ò¬µ;

cÓÒØÖadicØiÒg Øhe facØ ØhaØ fÚ½¬; :::; Ú

Ò¬g i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Óf caÖdiÒaÐiØÝ Òº ÁØ fÓÐÐÓÛ×

ØhaØ fØ½´Ûµ; :::; ØÒ´Ûµg i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Óf caÖdiÒaÐiØÝ Òº

Ïe aÖe ÒÓÛ iÒ a ÔÓ×iØiÓÒ ØÓ de¬Òe a £¢Á ÑaØÖiÜ È ÓÚeÖ G[f¼g bÝ ÔÙØØiÒg È = ´Ôiµº

ÌheÒ Å¼=Å¼´G; Á;£;È µ i× a Êee× ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔº ÁÒ Øhe ca×e ÛheÖe É = ÌA
¼ ; B =

ËgA´;µ aÒd G i× Øhe ØÖiÚiaÐ gÖÓÙÔ: ÐeØ Ôi = ½ fÓÖ aÐÐ i ¾ Á¸ ÛheÖe G = f½g aÒd ÔÙØ
Å=Å´G; Á;£;È µº Ïe ×hÓÛ ØhaØ Å¼ ´ÓÖ Åµ i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ Éº ÌheÒ ÛheÖe É ha×
a ÞeÖÓ¸ ÞeÖÓ ÑÙ×Ø be a ÔÖiÑe ideaÐ Óf Å¼ aÒd Ûe dedÙce ØhaØ È i× ÖegÙÐaÖ iÒ Øhe ×eÒ×e
ØhaØ eÚeÖÝ ÖÓÛ aÒd cÓÐÙÑÒ Óf È cÓÒØaiÒ× aØ Ðea×Ø ÓÒe ÒÓÒ¹ÞeÖÓ eÒØÖÝº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ cÓÒ×ØÖÙcØ aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ  : É ! Å¼´Åµ Ûe begiÒ bÝ de¬ÒiÒg fÓÖ each
i ¾ Á aÒd  ¾ £ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ× i : B ! Bi aÒd  :  ! B bÝ ÔÙØØiÒg

Ûji = Ùij ½  j  Ò

Új  = Ûj ½  j  Ò:

ÏheÖe É = ÌA
¼ ; B = Bi =  aÒd Ûe ÔÙØ i =  = ½º

CÓÒ×ideÖ ÒÓÛ « ¾ EÒd A ÛheÖe ´«µ = Òº ÌheÒ if i = ÃeÖ « aÒd  = ÁÑ «¸
Ûe kÒÓÛ ØhaØ «¼ = «jBi

: Bi !  i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñº ÀeÒce i«
¼ : B ! B i× aÒ

aÙØÓÑÓÖÔhi×Ñ Óf B¸ ØhaØ i×¸ i«
¼ ¾ Gº Ïe ØheÖefÓÖe de¬Òe  : É ! Å¼´Åµ bÝ ¼ = ¼

aÒd « = ´i; i«
¼; µ¸ ÛheÖe i = ÃeÖ « aÒd  = ÁÑ «º

ÌheÓÖeÑ 4º½¾ ÏiØh É¸ Å¼ ´Åµ aÒd  de¬Òed a× abÓÚe¸  i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ fÖÓÑ
É ØÓ Å¼ ´Åµº
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ÈÖÓÓfº Ïe begiÒ bÝ ×hÓÛiÒg ØhaØ  i× ÓÒe¹ÓÒeº ÄeØ «; ¬ ¾ EÒd A ÛheÖe ´«µ = ´¬µ = Ò
aÒd ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ « = ¬ = ´i; ; µº BÝ de¬ÒiØiÓÒ Óf  ¸ ÃeÖ « = ÃeÖ ¬ = i aÒd ÁÑ « =
ÁÑ ¬ = º Ìhe ×eØ fÙi½; :::; Ù

i
Òg i× a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ « aÒd ¬ aÒd ×iÒce i«

¼ = i¬
¼

aÒd i;  aÖe i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ×¸ Ûe haÚe «¼ = ¬¼º ÌhÙ× bÝ CÓÖÓÐÐaÖÝ ¿º½½¸ « = ¬º
ÌÓ ×ee ØhaØ  i× ÓÒØÓ¸ cÓÒ×ideÖ aÒ aÖbiØÖaÖÝ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ eÐeÑeÒØ ´i; ; µ Óf Å¼ ÓÖ Å aÒd

chÓÓ×e « ¾ EÒd A ÛiØh ÃeÖ « = iº EÜØeÒd fÙi½; :::; Ù
i
Òg ØÓ a ba×i× fÙi½; :::; Ù

i
Òg [X Óf A

aÒd de¬Òe ¬ ¾ EÒd A bÝ

Ùij¬ = Ùij
 ½
i  ½

 ½  j  Ò

Ü¬ = Ø´Ùi½¬; :::; Ù
i
Ò¬µ Ü ¾ X

ÛheÖe Ü« = Ø´Ùi½«; :::; Ù
i
Ò«µº ÆÓØe ØhaØ  ½

i  ½
 : Bi !  i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ ×Ó ØhaØ ÁÑ

¬ = º ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ¸ fÙi½¬; :::; Ù
i
Ò¬g i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ Óf caÖdiÒaÐiØÝ Ò ×Ó ØhaØ fÓÖ aÒÝ

Ü ¾ X;Ü¬ = Ø´Ùi½¬; :::; Ù
i
Ò¬µ if aÒd ÓÒÐÝ if Ü« = Ø´Ùi½«; :::; Ù

i
Ò«µº Ïe cÐaiÑ ØhaØ ÃeÖ ¬ = i¸

×Ó ØhaØ
¬ = ´i; i¬

¼; µ

= ´i; i
 ½
i  ½

 ; µ = ´i; ; µ

a× ÖeÕÙiÖedº
CÓÒ×ideÖ a ¾ A; ØheÒ a = ×´Ùi; Üµ ÛheÖe Ùi = ´Ùi½; :::; Ù

i
Òµ aÒd Ü = ´Ü½; :::; ÜÑµ fÓÖ ×ÓÑe

Ü½; :::; ÜÑ ¾ Xº ÆÓÛ a« = Ø´Ùiµ« if aÒd ÓÒÐÝ if

×´Ùi«; Ü«µ = Ø´Ùi«µ

ÛheÖe Ùi« = ´Ùi½«; :::; Ù
i
Ò«µ aÒd Ü« = ´Ü½«; :::; ÜÑ«µº ÊeÛÖiØiÒg Ük« a× Øk´Ùi«µ fÓÖ ½ 

k  Ñ¸ Ûe haÚe a« = Ø´Ùiµ« if aÒd ÓÒÐÝ if

×´Ùi«; Ø½´Ùi«µ; :::; ØÑ´Ùi«µµ = Ø´Ùi«µ: ´¾µ

BÙØ fÙi½«; :::; Ù
i
Ò«g aÒd fÙi½¬; :::; Ù

i
Ò¬g aÖe bÓØh iÒdeÔeÒdeÒØ ×eØ× Óf caÖdiÒaÐiØÝ Ò¸ ×Ó ØhaØ

´¾µ i× eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ
×´Ùi¬; Ø½´Ùi¬µ; :::; ØÑ´Ùi¬µµ = Ø´Ùi¬µ

ÛheÖe Ùi¬ = ´Ùi½¬; :::; Ù
i
Ò¬µº BÙØ Øhi× i× eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ ×´Ùi¬; Ü¬µ = Ø´Ùi¬µ aÒd ØheÒ ØÓ

×´Ùi; Üµ¬ = Ø´Ùiµ¬¸ ÛheÖe Ü¬ = ´Ü½¬; :::; ÜÑ¬µº ÀeÒce a« = Ø´Ùiµ« if aÒd ÓÒÐÝ if a¬ =
Ø´Ùiµ¬º

ËÙÔÔÓ×e ÒÓÛ ØhaØ a; b ¾ A aÒd a« = b«º Ïe kÒÓÛ ØhaØ a« = b« caÒ be ÛÖiØØeÒ a×
a« = b« = Ø´Ùiµ« aÒd Øhe abÓÚe aÖgÙÑeÒØ giÚe× ØhaØ a¬ = Ø´Ùiµ¬ = b¬º CÓÒÚeÖ×eÐÝ̧ if
a¬ = b¬ ØheÒ Ù×iÒg Øhe facØ ØhaØ fÙi½; :::; Ù

i
Òg i× cÐeaÖÐÝ a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ ¬¸ Ûe ÓbØaiÒ

ØhaØ a« = b«º ÌhÙ× ÃeÖ ¬ = i a× ÖeÕÙiÖedº
FiÒaÐÐÝ Ûe ÑÙ×Ø ×hÓÛ ØhaØ  i× a hÓÑÓÑÓÖÔhi×Ñº Ìhi× i× cÐeaÖ iÒ Øhe ca×e ÛheÖe

É = ÌA
¼ º ËÙÔÔÓ×e ØhaØ É = ÌA

Ò =ÌA
Ò ½º ÄeØ «; ¬ ¾ EÒd A haÚe ÖaÒk Ò¸ ÛheÖe « =

´i; i«
¼; µ aÒd ¬ = ´k; k¬

¼; µº ÌheÒ «¬ = ¼ if aÒd ÓÒÐÝ if ´«¬µ < Ò if aÒd ÓÒÐÝ if
Ôk = ¼; iØ fÓÐÐÓÛ× ØhaØ if «¬ = ¼ ØheÒ ´«¬µ = « ¬ º

Ïe a××ÙÑe ÒÓÛ ØhaØ iÒ É¸ «¬ 6= ¼¸ ØhaØ i×¸ ´«¬µ = Òº ËiÒce É i× cÓÑÔÐeØeÐÝ ¼¹×iÑÔÐe¸
«Ê«¬Ä¬ ×Ó ØhaØ bÝ ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ 4º5¸ ÃeÖ « = ÃeÖ «¬ aÒd ÁÑ «¬ = ÁÑ ¬º heÒce

´«¬µ = ´i; i´«¬µ
¼; µ
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aÒd
« ¬ = ´i; i«

¼Ôkk¬
¼; µ:

Ìhe Øa×k i× ØÓ ×hÓÛ ØhaØ ´«¬µ¼ = «¼Ôkk¬
¼º ÆÓÛ ÁÑ « =  aÒd fÓÖ ½  j  Ò¸

Új Ôk = ÛjÔk = Øj´Û½; :::; ÛÒµ

ÛheÖe Új ¬ = Øj´Ù
k
½ ; :::; Ù

k
Òµ¬¸ ×iÒce ÃeÖ ¬ = kº ÌheÒ

Új Ôkk¬ = Øj´Û½; :::; ÛÒµk¬ = Øj´Ù
k
½ ; :::; Ù

k
Òµ¬ = Új ¬:

ÀeÒce Ôkk¬ agÖee× ÛiØh ¬ ÓÒ ÁÑ «º ÌhaØ i×¸ «Ôkk¬ = «¬ ×Ó ØhaØ ceÖØaiÒÐÝ
«¼Ôkk¬

¼ = ´«¬µ¼ aÒd  i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñº

5 AÔÔÐicaØiÓÒ×

ÇÙÖ ¬Ö×Ø aÔÔÐicaØiÓÒ Óf ÌheÓÖeÑ 4º½¾ i× ØÓ Øhe ca×e Óf Øhe fÙÐÐ ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ ÑÓÒÓid
Ì ´Xµ ÓÒ a ÒÓÒ¹eÑÔØÝ ×eØ Xº A× ÔÖeÚiÓÙ×ÐÝ cÓÑÑeÒØed¸ if Ûe ÖegaÖd Ì ´Xµ a× Øhe aÐgebÖa
ÓÒ X ÛiØh eÑÔØÝ ×eØ Óf ÓÔeÖaØiÓÒ×¸ ØheÒ Ì ´Xµ i× aÒ iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖaº ÈÖÓÔÓ×iØiÓÒ
4º5 aÒd CÓÖÓÐÐaÖÝ 4º6 hÓÐd; Øhe×e Öe×ÙÐØ× aÔÔeaÖ iÒ ËecØiÓÒ ¾º¾ Óf [½] aÒd aÖe dÙe ØÓ ÅiÐÐeÖ
aÒd DÓ×× [¾] aÒd ËÙ×chkeÛiØ×ch [½4]º Ìhe ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe ÔÖiÒciÔaÐ facØÓÖ× iÒ Øhe ca×e
ÛheÖe X i× ¬ÒiØe aÔÔeaÖ× iÒ ËecØiÓÒ ¿º¾ Óf [½] aÒd i× cÖediØed ØÓ ÀeÛiØØ aÒd ZÙckeÖÑaÒÒ
[6]º Ìhe cÓÒ×ØÖÙcØiÓÒ iÒ [½] Óf Øhe Êee× ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔ× i× iÒ facØ ÚiÖØÙaÐÐÝ Øhe ×aÑe a×
ÓÙÖ×¸ Øhe ÓÒÐÝ di«eÖeÒce iÒ aÔÔÖÓach i× ØhaØ iÒ [½] Øhe aÙØhÓÖ× cÓÒ×ideÖ ÔaÖØiØiÓÒ× ÓÒ X
ÖaØheÖ ØhaÒ ÔÖeiÑage ba×e×º ÁÒ ÓÙÖ ÒÓØaØiÓÒ if « ¾ Ì ´Xµ aÒd ´«µ = Ò ØheÒ a ÔÖeiÑage
ba×i× fÜ½; :::; ÜÒg Óf « i× a cÖÓ×× ×ecØiÓÒ Óf ¸ ÛheÖe  i× Øhe ÔaÖØiØiÓÒ Óf X iÒdÙced bÝ ÃeÖ
«º Çf cÓÙÖ×e¸ aÒÝ ÔaÖØiØiÓÒ Óf X iÒØÓ Ò ×Ùb×eØ× iÒdÙce× aÒ eÕÙiÚaÐeÒce ÖeÐaØiÓÒ Ûhich i×
Øhe keÖÒeÐ Óf ×ÓÑe fÙÒcØiÓÒ ÛiØh ÖaÒk Òº Ìhe ØÖaÒ×ÐaØiÓÒ Óf ÌheÓÖeÑ 4º½¾ ØÓ Øhe ca×e Óf
Ì ´Xµ i× giÚeÒ beÐÓÛ¸ ÛheÖe È aÒd Øhe ÖeÕÙiÖed i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ aÖe cÓÒ×ØÖÙcØed a× iÒ ØhaØ
ØheÓÖeÑº

CÓÖÓÐÐaÖÝ 5º½ ÄeØ X be a ÒÓÒ¹eÑÔØÝ ×eØ ÛiØh jXj  Ò aÒd Ò ¾ Æº ÈÙØØiÒg A = Ì ´Xµ¸

Øhe ÔÖiÒciÔaÐ facØÓÖ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ Å¼´ËÒ; Á;£;È µ ÛheÖe ËÒ i× Øhe ×ÝÑÑeØÖic
gÖÓÙÔ ÓÒ Ò eÐeÑeÒØ×¸ Á iÒdeÜe× Øhe eÕÙiÚaÐeÒce ÖeÐaØiÓÒ× ÓÒ X ÛiØh Ò cÐa××e× aÒd £ iÒdeÜe×
Øhe ×Ùb×eØ× Óf X Óf caÖdiÒaÐiØÝ Òº

Ïe ÒÓÛ ØÙÖÒ ÓÙÖ aØØeÒØiÓÒ ØÓ Øhe ×ØÖÙcØÙÖe Óf EÒd Î¸ ÛheÖe Î i× a ÐefØ ÚecØÓÖ ×Ôace
ÓÚeÖ a diÚi×iÓÒ ÖiÒg Dº ÁÒ ÊiÒg× aÒd ËeÑigÖÓÙÔ× [½½] ÈeØÖich de×cÖibe× iÒ deØaiÐ ÒÓØ ÓÒÐÝ

Øhe Êee× facØÓÖ× ÌÎ
Ò =ÌÎ

Ò ½¸ bÙØ aÐ×Ó Êee× facØÓÖ× iÒ ceÖØaiÒ ×ÙbÖiÒg× Óf EÒd Îº Ìhe
×ÙbÖiÒg× iÒ ÕÙe×ØiÓÒ aÖe deÒ×e ÖiÒg× Óf ÐiÒeaÖ ÑaÔ× Óf Î haÚiÒg ¬ÒiØe ÖaÒk; ØheÝ haÚe aÒ
aÐØeÖÒaØiÚe de×cÖiÔØiÓÒ a× ÖiÒg× Óf ÐiÒeaÖ ÑaÔ× Óf Î Óf ¬ÒiØe ÖaÒk haÚiÒg aÒ adjÓiÒØ iÒ a
dÙaÐ ÚecØÓÖ ×Ôace Íº Áf Ûe Øake Î£ ØÓ be Øhe ×eØ Óf aÐÐ ÐiÒeaÖ fÓÖÑ× ÓÒ Î¸ ´ØhaØ i×¸ ÐiÒeaÖ
ÑaÔ× fÖÓÑ Î ØÓ D¸ ÛheÖe D ha× Øhe ÒaØÙÖaÐ ×ØÖÙcØÙÖe a× a ÐefØ ÚecØÓÖ ×Ôaceµ¸ ØheÒ Î£ i×
a ÖighØ ÚecØÓÖ ×Ôace ÙÒdeÖ ÔÓiÒØÛi×e addiØiÓÒ aÒd ×caÐaÖ ÑÙÐØiÔÐicaØiÓÒ de¬Òed bÝ

Ü´fµ = ´Üfµ
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fÓÖ aÐÐ Ü ¾ Î; f ¾ Î £ aÒd  ¾ Dº ÅÓÖeÓÚeÖ ´Î£;Îµ i× a dÙaÐ ÔaiÖ ÛiØh biÐiÒeaÖ fÓÖÑ
´Ú; fµ = Úf ÛheÖe Ú ¾ Î; f ¾ Î £º ÄeÑÑa Áº½º4 Óf [½½] ×aÝ× ØhaØ each « ¾ EÒd Î ha×
aÒ adjÓiÒØ «£ iÒ EÒd Î£¸ ÛheÖe Øhe ÐiÒeaÖ ÑaÔ× Óf Î£ aÖe ÛÖiØØeÒ ÓÒ Øhe ÐefØ Óf ØheiÖ
aÖgÙÑeÒØ×º Áf « ¾ EÒd Î ØheÒ «£ i× ÓbØaiÒed a× fÓÐÐÓÛ×º FÓÖ eÚeÖÝ f ¾ Î £¸ ÐeØ «£f ¾ Î £

be Øhe fÙÒcØiÓÒ fÖÓÑ Î ØÓ D deØeÖÑiÒed bÝ ×eØØiÒg Ü´«£fµ = ´Ü«µf fÓÖ aÐÐ Ü ¾ Î º ÈÙØØiÒg

Í = Î£¸ ÌheÓÖeÑ Áº4º6 Óf [½½] de×cÖibe× Øhe ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe Êee× ÕÙÓØieÒØ× ÌÎ
Ò =ÌÎ

Ò ½¸
fÓÖ Ò  ½º Ìhe fÓÐÐÓÛiÒg Öe×ÙÐØ ×hÓÛ× ØhaØ Øhi× de×cÖiÔØiÓÒ caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ Øhe Êee×
ÑaØÖiÜ ×eÑigÖÓÙÔ× Å¼´G; Á;£;È µ Óf ÌheÓÖeÑ 4º½¾º Ïe ÖeÑaÖk ØhaØ EÜeÖci×e 6 ÓÒ Ôage

57 Óf [½] Ðead× a di×cÙ××iÓÒ Óf Øhe ×ØÖÙcØÙÖe Óf ÌÎ
Ò =ÌÎ

Ò ½º

CÓÖÓÐÐaÖÝ 5º¾ [½½] ÄeØ Î be a ÐefØ ÚecØÓÖ ×Ôace ÓÚeÖ a diÚi×iÓÒ ÖiÒg D aÒd Ò ¾ Æ ÛheÖe
Ò  diÑ Îº ÈÙØ

Â = fj : j i× aÒ Ò¹diÑeÒ×iÓÒ×aÐ ×Ùb×Ôace Óf Î£g

aÒd
£ = f :  i× aÒ Ò¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ×Ùb×Ôace Óf Îg:

FÓÖ eÚeÖÝ  ¾ £ ¬Ü a ba×i× fÛ½ ; :::; Û

Òg Óf  aÒd fÓÖ eÚeÖÝ j ¾ Â ¬Ü a ba×i× ff j½ ; :::; f

j
Òg Óf

jº ÄeØ
Å¼ = Å¼´GÄ´Ò;Dµ;Â;£;Éµ

ÛheÖe É = ´Õjµ ÛiØh

Õj =

¼
BBB@
Û½
:
:
ÛÒ

½
CCCA ´f j½ ; :::; f

j
Òµ =

¼
BBB@
Û½f

j
½ : : Û½f

j
Ò

: : : :
: : : :

ÛÒf
j
½ : : ÛÒf

j
Ò

½
CCCA

if Øhi× ÑaØÖiÜ i× iÒ GÄ´Ò;Dµ¸ aÒd Õj = ¼ ÓØheÖÛi×eº ÌheÒ ÌA
Ò =ÌA

Ò ½ i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ
Å¼º

ÈÖÓÓfº ÊecaÐÐ fÖÓÑ ËecØiÓÒ 4 ØhaØ G i× Øhe gÖÓÙÔ Óf aÙØÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf ËgA´fÛ½; :::; ÛÒgµº
ÄeØ  : G ! GÄ´Ò;Dµ be Øhe i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ de¬Òed bÝ

 = À = ´hijµ

ÛheÖe
Ûi = hi½Û½ · :::· hiÒÛÒ; ½  i  Ò:

Ìhe ÒeÜØ ×ØeÔ i× ØÓ de¬Òe aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñ  : Á ! Â º ÄeØ i ¾ Á aÒd chÓÓ×e « ¾ EÒd
Î ÛiØh ÃeÖ « = iº ÌheÒ fÙi½; :::; Ù

i
Òg i× a ÔÖeiÑage ba×i× fÓÖ «; Ûe Ù×e Øhi× ÔÖeiÑage ba×i×

ØÓ deØeÖÑiÒe gi½; :::; g
i
Ò ¾ Î £ bÝ ÛÖiØiÒg¸ fÓÖ each Ú ¾ Î ¸

Ú« = ´Úgi½µ´Ù
i
½«µ · :::· ´ÚgiÒµ´Ù

i
Ò«µ:

ËiÒce fÙi½«; :::; Ù
i
Ò«g i× a ba×i× fÓÖ ÁÑ «¸ ceÖØaiÒÐÝ gij ; ½  j  Ò aÖe fÙÒcØiÓÒ× fÖÓÑ Î ØÓ D;

ØhaØ ØheÝ aÖe ÐiÒeaÖ i× a cÓÒ×eÕÙeÒce Óf Øhe ÐiÒeaÖiØÝ Óf «º ÅÓÖeÓÚeÖ ØheÝ aÖe iÒdeÔeÒdeÒØ
Óf Øhe chÓice Óf «¸ fÓÖ if ¬ ¾ EÒd Î aÒd ÃeÖ ¬ = i¸ ØheÒ a×

Ú  
X
j

´ÚgijµÙ
i
j ¾ ÃeÖ « = ÃeÖ ¬;
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Ûe haÚe
Ú¬ =

X
j

´Úgijµ´Ù
i
j¬µ:

Áf ½; :::; Ò ¾ D aÒd gi½½ · :::· giÒÒ = ¼¸ ØheÒ fÓÖ each j ¾ f½; :::; Òg¸

¼ = Ùij¼ = Ùij´
X
k

gikkµ =
X
k

´Ùijg
i
kµk:

ËiÒce fÙi½«; :::; Ù
i
Ò«g i× a ba×i× Óf ÁÑ «¸

Ùijg
i
k =

´
½ j = k
¼ j 6= k:

ÀeÒce j = ¼ fÓÖ ½  j  Ò aÒd ×Ó fgi½; :::; g
i
Òg i× a ÐiÒeaÖÐÝ iÒdeÔeÒdeÒØ ×Ùb×eØ iÒ Î£º

Ìhi× eÒabÐe× Ù× ØÓ de¬Òe a fÙÒcØiÓÒ  : Á ! Â bÝ i =ËgÎ£

´fgi½; :::; g
i
Ògµº ÌÓ ×ee ØhaØ  i×

ÓÒe¹ÓÒe¸ ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ i; h ¾ Á ÛheÖe i = ÃeÖ « aÒd h = ÃeÖ ¬ aÒd i = h º ÌheÒ

ËgÎ£

´fgi½; :::; g
i
Ògµ = ËgÎ£

´fgh½ ; :::; g
h
Ògµ:

Áf Ú ¾ ÃeÖ « ØheÒ
¼ = Ú« =

X
k

´Úgikµ´Ù
i
k«µ

×Ó ØhaØ Úgik = ¼; ½  k  Òº ËiÒce each ghk i× iÒ Øhe ×ÔaÒ Óf fgi½; :::; g
i
Òg¸ Úg

h
k = ¼ fÓÖ

½  k  Òº CÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ Ú¬ = ¼ aÒd Ú ¾ ÃeÖ ¬º ÌÓgeØheÖ ÛiØh Øhe dÙaÐ aÖgÙÑeÒØ Øhi×
ÝieÐd× ØhaØ ÃeÖ « =ÃeÖ ¬¸ ØhaØ i×¸ i = h aÒd  i× ÓÒe¹ÓÒeº

CÓÒ×ideÖ ÒÓÛ j ¾ Â º BÝ ÄeÑÑa Áº¾º¿ Óf [½½] ØheÖe eÜi×Ø ÐiÒeaÖÐÝ iÒdeÔeÒdeÒØ ÚecØÓÖ×
Ú½; :::; ÚÒ ¾ Î ×Ùch ØhaØ

Úif
j
k =

´
½ i = k
¼ i 6= k:

Ìhe ÐiÒeaÖiØÝ Óf f j½ ; :::; f
j
Ò iÑÔÐie× ØhaØ « ¾ EÒd Î¸ ÛheÖe « i× de¬Òed bÝ

Ú« = ´Úf j½ µÚ½ · :::· ´Úf jÒµÚÒ; Ú ¾ Î:

ËiÒce Új« = Új fÓÖ ½  j  Ò; ´«µ = Òº ÄeØ i = ÃeÖ «º Ïe kÒÓÛ ØhaØ fÙi½«; :::; Ù
i
Ò«g aÒd

fÚ½; :::; ÚÒg aÖe ba×e× Óf ÁÑ «º ÄeØ À ¾ GÄ´Ò;Dµ be Øhe ÑaØÖiÜ ×Ùch ØhaØ

À

¼
BBB@

Ùi½«
:
:

ÙiÒ«

½
CCCA =

¼
BBB@

Ú½

:
:
ÚÒ

½
CCCA :

ÌheÒ if

¼
BBB@

½

:
:
Ò

½
CCCA i× Øhe cÓ¹ÓÖdiÒaØe ÚecØÓÖ Óf Û ¾ ÁÑ « ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ba×i× fÚ½; :::; ÚÒg¸

ÀØ

¼
BBB@

½

:
:
Ò

½
CCCA i× Øhe cÓ¹ÓÖdiÒaØe ÚecØÓÖ Óf Û ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ba×i× fÙi½«; :::; Ù

i
Ò«gº FÓÖ
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each Ú ¾ Î ¸
Ú« =

X
k

´Úgikµ´Ù
i
k«µ =

X
k

´Úf jkµÚk

×Ó ØhaØ
Ú« =

X
k

X
`

h`k´Úf
j
` µ´Ù

i
k«µ;

ÛheÖe À = ´hk`µº ÀeÒce fÓÖ each k ¾ f½; :::; Ògº

Úgik =
X
`

h`k´Úf
j
` µ =

X
`

´Úf j` µh`k =
X
`

Ú´f j` h`kµ = Ú´
X
`

f j` h`kµ:

ÌheÖefÓÖe gik =
È
` f

j
` h`k ¾ jº A ×iÑiÐaÖ aÖgÙÑeÒØ ×hÓÛ× ØhaØ each f jk i× iÒ i ; cÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧

i = j aÒd  i× ÓÒØÓº
FÓÖ each i ¾ Á¸ ÐeØ Ài be Øhe ÑaØÖiÜ iÒ GÄ´Ò;Dµ ×Ùch ØhaØ

´gi½; :::; g
i
Òµ = ´f i ½ ; :::; f i Ò µÀi;

aÒd fÓÖ each  ¾ £ ÐeØ Ã be Øhe ÑaØÖiÜ iÒ GÄ´Ò;Dµ ×Ùch ØhaØ

¼
BBB@
Ú½
:
:
ÚÒ

½
CCCA = Ã

¼
BBB@
Û½
:
:
ÛÒ

½
CCCA :

FiÒaÐÐÝ̧ ÐeØ  : £ ! £ be Øhe ideÒØiØÝ ÑaÔº BÝ ÌheÓÖeÑ ÁÁÁ ¾º8 Óf [8]¸ ØÓ ×hÓÛ ØhaØ
Å¼´G; Á;£;È µ aÒd Å¼´GÄ´Ò;Dµ; Â;£;Éµ aÖe i×ÓÑÓÖÔhic¸ iØ i× eÒÓÙgh ØÓ ×hÓÛ ØhaØ fÓÖ
aÐÐ  ¾ £ aÒd i ¾ Á

Ôi = ÃÕi Ài:

ÄeØ  ¾ £ aÒd i ¾ Á aÒd chÓÓ×e «; ¬ ¾ EÒd Î ÛiØh ÁÑ « = aÒd ÃeÖ ¬ = iº ÌheÒ
fÚ½¬; :::; Ú


Ò¬g ×ÔaÒ× ÁÑ «¬º ÏÖiØe

Ú` ¬ = Ø`½´Ù
i
½¬µ · :::· Ø`Ò´Ù

i
Ò¬µ; ½  j  Ò:

ÌheÒ ÛiØh Ì = ´Ø`kµ¸ ¼
BBB@
Ú½¬
:
:

ÚÒ¬

½
CCCA = Ì

¼
BBB@

Ùi½¬
:
:

ÙiÒ¬

½
CCCA :

ÆÓØe ØhaØ Ôi = ¼ if aÒd ÓÒÐÝ if Ì i× ÒÓØ iÒÚeÖØibÐe aÒd if Ì i× iÒÚeÖØibÐe¸ ØheÒ Ôi = Ì º
BÙØ

Ì = ´Ú` g
i
kµ =

¼
BBB@
Ú½
:
:
ÚÒ

½
CCCA ´gi½; :::; g

i
Òµ = Ã

¼
BBB@
Û½
:
:
ÛÒ

½
CCCA ´f i ½ ; :::; f i Ò µÀi
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×Ó ØhaØ Ì i× iÒÚeÖØibÐe if aÒd ÓÒÐÝ if¼
BBB@
Û½
:
:
ÛÒ

½
CCCA ´f i ½ ; :::; f i Ò µ

i× iÒÚeÖØibÐeº ÀeÒce Ôi = ¼ if aÒd ÓÒÐÝ if Õi = ¼º FÙÖØheÖ¸ if Ôi i× ÒÓØ ÞeÖÓ¸ ØheÒ

Ôi = Ì = ÃÕi Ài

a× ÖeÕÙiÖedº

ÇÙÖ ¬ÒaÐ eÜaÑÔÐe cÓÒceÖÒ× EÒd Ë¸ ÛheÖe G i× a gÖÓÙÔ aÒd Ë = FG´Xµ i× Øhe fÖee G

¹×eØ ÓÚeÖ a ÒÓÒ¹eÑÔØÝ ×eØ Xº ÁØ fÓÐÐÓÛ× fÖÓÑ ÌheÓÖeÑ 4º½¾ ØhaØ if Ò  jXj ØheÒ ÌË
Ò =Ì

Ë
Ò ½

i× i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ Å¼´À; Á;£;È µ ÛheÖe À i× Øhe gÖÓÙÔ Óf aÙØÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf GÜ½ _[::: _[GÜÒ
fÓÖ ×ÓÑe ¬Üed Ü½; :::; ÜÒ ¾ Xº ÄeØ ËÒ be Øhe ×ÝÑÑeØÖic gÖÓÙÔ ÓÒ Ò ÚaÖiabÐe×º Ìhe ÛÖeaØh
ÔÖÓdÙcØ GÓÆËÒ¸ ÛheÖe Æ = f½; :::; Òg i× de¬Òed bÝ

G ÓÆ ËÒ = GÒ ¢ ËÒ

ÛiØh ÑÙÐØiÔÐicaØiÓÒ giÚeÒ bÝ

´g½; :::; gÒ; «µ´h½; :::; hÒ; ¬µ = ´gh½«; :::; ghÒ«; «¬µ:

ÌheÒ  : À ! G ÓÆ ËÒ de¬Òed bÝ

« = ´g½; :::; gÒ; «µ

ÛheÖe fÓÖ i ¾ f½; :::; Òg¸ Üi« = giÜi« i× aÒ i×ÓÑÓÖÔhi×Ñº ÇÙÖ Ða×Ø CÓÖÓÐÐaÖÝ agaiÒ caÐÐ×
ÙÔÓÒ ÌheÓÖeÑ ÁÁÁ ¾º8 Óf [8]º Ìhe aÙØhÓÖ i× gÖaØefÙÐ ØÓ DÖº ÂºDºÈº ÅeÐdÖÙÑ fÓÖ Øhe abÓÚe
de×cÖiÔØiÓÒ Óf À a× a ÛÖeaØh ÔÖÓdÙcØº

CÓÖÓÐÐaÖÝ 5º¿ ÄeØ Ë = FG´Xµ aÒd  be a× abÓÚeº ÌheÒ if ½  Ò  jXj¸ ÌË
Ò =Ì

Ë
Ò ½ i×

i×ÓÑÓÖÔhic ØÓ Å¼´GÓÆËÒ; Á;£;È¼µ ÛheÖe È¼ = ´Ôiµ¸ de¬ÒiÒg ¼ = ¼º

ÊefeÖeÒce×

[½] AºÀº CÄÁFFÇÊD aÒd GºBº ÈÊEËÌÇÆ¸ Ìhe aÐgebÖaic ØheÓÖÝ Óf ×eÑigÖÓÙÔ×¸ ÎÓÐº ½¸
ÅaØhº ËÙÖÚeÝ× Óf Øhe AÑeÖicaÒ ÅaØhº ËÓcº 7¸ ÈÖÓÚideÒce¸ ÊºÁº¸ ½967º

[¾] CºGº DÇËË¸ `CeÖØaiÒ eÕÙiÚaÐeÒce ÖeÐaØiÓÒ× iÒ ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ ×eÑigÖÓÙÔ×³¸ ÅºAº Ìhe¹
×i×¸ ÍÒiÚeÖ×iØÝ Óf ÌeÒÒe××ee¸ ½955º

[¿] ÂºAº EÊD�ÇË¸ `ÇÒ ÔÖÓdÙcØ× Óf ideÑÔÓØeÒØ ÑaØÖice×³¸ GÐa×gÓÛ ÅaØh Âº 8 ´½967µ¸
½½8¹½¾¾º

[4] ÂºBº FÇÍÆÌAÁÆ aÒd AºÅº ÄEÏÁÆ¸ `ÈÖÓdÙcØ× Óf ideÑÔÓØeÒØ eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ× Óf aÒ
iÒdeÔeÒdeÒce aÐgebÖa Óf ¬ÒiØe ÖaÒk³¸ ÈÖÓcº EdiÒbÙÖgh ÅaØhº ËÓcº ¿5 ´½99¾µ¸ 49¿¹5¼¼º

¾¼



[5] Gº GÊ�AÌZEÊ¸ ÍÒiÚeÖ×aÐ AÐgebÖa×¸ Dº ÎaÒ ÆÓ×ØÖaÒd CÓÑÔaÒÝ̧ ÁÒcº¸ ½968º

[6] Eº ÀEÏÁÌÌ aÒd ÀºËº ZÍCÃEÊÅAÆ¸ `Ìhe iÖÖedÙcibÐe ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ× Óf a ×eÑi¹
gÖÓÙÔ ÖeÐaØed ØÓ Øhe ×ÝÑÑeØÖic gÖÓÙÔ³¸ ÁÐÐiÒÓi× Âº ÅaØh ½ ´½957µ¸ ½88¹¾½¿º

[7] ÂºÅº ÀÇÏÁE¸ `Ìhe ×Ùb×eÑigÖÓÙÔ geÒeÖaØed bÝ Øhe ideÑÔÓØeÒØ× Óf a fÙÐÐ ØÖaÒ×fÓÖ¹
ÑaØiÓÒ ×eÑigÖÓÙÔ³¸ Âº ÄÓÒdÓÒ ÅaØhº ËÓcº 4½ ´½966µ¸ 7¼7¹7½6º

[8] ÂºÅ ÀÇÏÁE¸ AÒ ÁÒØÖÓdÙcØiÓÒ ØÓ ËeÑigÖÓÙÔ ÌheÓÖÝ¸ AcadeÑic ÈÖe××¸ ½976º

[9] AºÅº ÄEÏÁÆ¸ `ÁdeÑÔÓØeÒØ geÒeÖaØed ×Ùb×eÑigÖÓÙÔ× Óf eÒdÓÑÓÖÔhi×Ñ ÑÓÒÓid× Óf
ÙÒiÚeÖ×aÐ aÐgebÖa×³¸ Dº ÈhiÐº Ìhe×i×¸ ÍÒiÚeÖ×iØÝ Óf YÓÖk¸ ½99½º

[½¼] ÊºÆº ÅcÃEÆZÁE¸ GºFº ÅcÆÍÄÌY aÒd ÏºÌº ÌAYÄÇÊ¸ AÐgebÖa¸ ÄaØØice×¸ ÎaÖieØie×
ÎÓÐº ½¸ Ïad×ÛÓÖØh aÒd BÖÓÓk×»CÓÐe AdÚaÒced BÓÓk× aÒd ËÓfØÛaÖe¸ ÅÓÒØeÖeÝ̧ ½98¿º

[½½] Åº ÈEÌÊÁCÀ¸ ÊiÒg× aÒd ËeÑigÖÓÙÔ×¸ ÄecØÙÖe ÆÓØe× iÒ ÅaØheÑaØic× ¿8¼¸ ËÔÖiÒgeÖ¹
ÎeÖÐagº

[½¾] Dº ÊEEË¸ `ÇÒ ×eÑi¹gÖÓÙÔ×³¸ ÈÖÓcº CaÑbÖidge ÈhiÐº ËÓcº ¿6 ´½94¼µ¸ ¿87¹4¼¼º

[½¿] ÅºAº ÊEYÆÇÄDË aÒd ÊºÈº ËÍÄÄÁÎAÆ¸ `ÈÖÓdÙcØ× Óf ideÑÔÓØeÒØ ÐiÒeaÖ ØÖaÒ×fÓÖ¹
ÑaØiÓÒ×³¸ ÈÖÓcº ÊÓÝaÐ ËÓcº EdiÒbÙÖgh A ½¼¼ ´½985µ¸ ½¾¿¹½¿8º

[½4] Aº ËÍËCÀÃEÏÁÌËCÀ¸ ÌheÓÖÝ Óf GeÒeÖaÐiÞed GÖÓÙÔ×¸ GÓ×º ÆaÙkº¹Ìekhº ÁÞdº
ÍkÖaÒii¸ ÃhaÖkÓÛ¸ ½9¿7º

¾½


